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RESUMO

O estudo das equacoes algébricas constitui uma parte muito importante da mate-
matica. Neste trabalho serao abordados aspectos historicos sobre seus surgimentos e os
desenvolvimentos das suas férmulas. Ademais, apresenta-se as principais defini¢oes e os
teoremas que sao fundamentais para o estudo das raizes das equagoes algébricas. Busca-se
mostrar as principais formas de resolver as equagoes do primeiro e segundo grau no ensino
basico. Além disso, serao abordados os métodos de Cardano-Tartaglia para resolucao das
equagoes do terceiro grau e o método de Ferrari para resolucao das equagoes do quarto

grau, pois esses métodos de resolver equacgoes sao poucos difundidos no ensino bésico.

Palavras-chave: Equagoes algébricas, Férmula Geral, Cardano-Tartaglia, Ferrari.



ABSTRACT

The study of algebraic equations is a very important part of mathematics. In this
work, historical aspects of its appearance and the development of its formulas will be
approached. Furthermore, the main definitions and theorems that are fundamental for
the study of the roots of algebraic equations are presented. It seeks to show the main
ways to solve the equations for the first and second degree in basic education. In addition,
the Cardano-Tartaglia methods for solving third-degree equations and the Ferrari method
for solving fourth-degree equations will be addressed, because these methods of solving

equations are not widespread in primary education.

Keywords: Algebraic equations, General Formula, Cardano-Tartaglia, Ferrari.
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1 INTRODUCAO

Em razao da grande importancia das equagoes algébricas para resolucao de pro-
blemas matematicos, nesse contexto o objetivo deste trabalho é mostrar os principais
métodos algébricos que resolvam essas equacoes. Ha varios tipos de equagoes algébricas,
como por exemplo: a linear ou do primeiro grau, quadratica ou do segundo grau, cubicas
ou do terceiro grau e outras que dependem do seu grau para ser classificada (DANTE,
2005, IEZZE et al, 2004; IEZZI, 2013). O estudo das equagoes algébricas abordam diversas
aplicagoes do nosso cotidiano como, por exemplo, na fisica em que a posicao de um objeto
e descrita por uma equacao do primeiro grau, no movimento uniformemente variado que é
representada por equacao do segundo grau, na geometria onde a representacao de uma reta
e feita por uma equacao do primeiro grau. Nesse contexto, Na sociedade conteporanea,
o conhecimento matemaético é importante em diversas situagoes, como base a outras do
conhecimento, como instrumento para lidar com situagoes do cotidiano (DANTE, 2005,
BRASIL, 2002).

Quando fala-se em matematica no ensino médio, nao se trata dos alunos possuirem
muitas e sofisticadas estratégias, mas sim de desenvolverem a iniciativa e a seguranca
para adapta-las a diferentes contextos, usando-as adequadamente no momento oportuno.
Isso se enquadra muito bem na resolucao das equagoes do terceiro e quarto grau, pois os
métodos que vao ser mostrados serao um suporte para uma futura aplicacao na resolugao
das equagoes (BRASIL, 1999).

No que segue, o capitulo 2, abordara um breve histérico do desenvolvimentos das
equacoes algébricas. Onde monstrara os principais mateméaticos e escritos que contribuiram
para o desenvolvimento das equagoes algébricas.

Além disso, no capitulo 3, apresenta-se as noc¢oes iniciais de niimeros complexos;
algumas das terminologias habituais usadas, conceitos, definicoes, classificacoes e alguns
teoremas relacionados com equagoes algébricas usadas no ensino bésico.

Admais, o capitulo 4, direciona-se ao estudo das equagoes do primeiro grau, onde
sera mostrado sua forma de resolucao e suas aplicacoes em situacoes problemas. Além disso,
nesse mesmo topico tem-se a apresentagao da equacao do segundo grau sendo resolvida
pelos métodos da férmula geral, completar quadrado e pelo método das relacoes Girard,

vale ressaltar, que estes métodos serao apenas como alternativos em contrapartida ao ja
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existente.

O capitulo 5, destina-se as equacoes do terceiro grau resolvidas pelo método de
Cardano-Tartaglia e do quarto grau, pelo método de Ferrari.

Outrossim, no capitulo 6, apresenta-se uma discusao sobre os métodos de resolugao,
em que sera tratado os principais aspectos dos métodos.

Por fim, o capitulo 7, apresenta-se as consideracoes finais deste trabalho no sentido

de resaltar o que foi abordado no decorrer do rabalho.
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2 UM BREVE HISTORICO SOBRE AS EQUACOES ALGEBRICAS

2.1 O desenvolvimento das equagoes

Entre os documentos matematicos mais antigos a serem estudados pelo homem,
talvez os mais famosos sejam os chamados Papiro de Ahmes (ou de Rhind) e o Papiro de
Moscou. O de Ahmes, adquirido por Alexander Henry Rhind, na cidade de Luxor, Egito,
em 1858, é um longo papiro egipcio, de cerca de 1650 a.C., onde um escriba com aquele
nome ensina as solugoes de 85 problemas de Aritimética e Geometria. O Papiro de Moscou
possui 25 problema de Aritmética e Geometria, é de cerca de 1850 a.C.. Nos dois papiros
encontram-se problemas que contém equacoes do primeiro grau. Nessa época, apenas oS
numeros eram representados por simbolos, a resolu¢ao de problemas eram quase todas
desenvolvidas por palavras, o que hoje chama-se de algebra retorica (GARBI, 2009).

Um problema encontrado no Papiro de Ahmes em que estava expresso uma situacao
problema de uma equacao do primeiro grau, descrito da seguinte forma: “ Uma quantidade,
somada a seu g mais sua metade e mais sua sétima parte perfaz 33. Qual é esta quantidade?”

em linguagem matematica atual pede-se escrever da seguinte forma:

TP
97
EI—SS—O,

que é uma equacao do primeiro grau. Os egipcios resolviam esse tipo de equagao por um
método chamado de Regra da Falsa Posicao. Um exemplo de resolucao por esse método
consiste no seguinte enunciado: qual o niimero que somado a sua terca parte da 8? Logo,
pela regra da falsa posicao, fazia-se uma hipdtese inicial qualquer a respeito do nimero e
verificava-se 0 que ocorria. Supoe-se que, nesse caso, o numero fosse 3. Ora, 3 somado
com sua terca parte da 3 + 1 = 4, exatamente a metade de 8 que deveria dar. Portanto, o
numero procurado é o dobro de 3, ou seja, 6. Essa é uma forma correta de se resolver, no
entanto bastante complicada de se entender, pelo fato de se fazer uma hipdtese conveniente
e isso dependia da pessoa que estaria calculando o problema (GARBI, 2009).

Lendo Santos e Silva (2015) percebe-se que a histéria da equagao do segundo grau
¢ bastante longa, ela é abordada na histéria da matematica desde a época dos egipcios,

babilonios, gregos, hindus e chineses. Um dos primeiros indicios do uso de equagoes do
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segundo grau esta relacionado ao Papiro de Rhind. Sao conhecidos poucos registros do
tratamento da equacao do 2° grau pelos egipcios, mas os historiadores suspeitam que eles
dominavam alguma técnica de resolucao dessas equacoes. Um exemplo encontra-se no
papiro e remonta aproximadamente ao ano 1950 a.C. e também foi encontrada no Papiro
de Kahun uma resolucao da equacao, hoje escrita como z% + > = k, em que k é um
numero positivo, resolvida pelo método da falsa posigao (PEDROSO, 2010).

Os babilonios resolviam equagoes do segundo grau por um método chamado “com-
pletamento de quadrado”(GARBI, 2009). Na Mesopotamia o primeiro registro conhecido
da resolugao de problemas envolvendo a equacao do 2° grau data de 1700 a.C. aproxi-
madamente, feito numa tabua de argila através de palavras. A solucao era apresentada
como uma ‘receita matematica’e fornecia somente uma raiz positiva. Os mesopotamios
enunciavam a equacao e sua resolucao em palavras, mais ou menos do seguinte modo:

Qual é o lado de um quadrado em que a area menos o lado da 8707 O que hoje se escreve:

z? — x = 870,

e a “receita’era: Tome a metade de 1 (coeficiente de ) e multiplique por ela mesma,
(0,5-0,5=0,25). Some o resultado a 870 (termo independente). Obtém-se um quadrado
(870,25 = 29,5%) cujo lado somado & metade de 1 vai dar 30, que é o lado do quadrado
procurado (PEDROSO, 2010).

Na Grécia, acredita-se que a dificuldade no tratamento com os niimeros, racionais e
irracionais, e a falta de praticidade do sistema de numeracao grego, que era literal, além
do gosto natural pela geometria, levou essa civilizagao (500 a 200 a.C.) a desenvolver
um tratamento geométrico de muitos problemas matematicos, dentre os quais, a solucao
de equagoes do 2° grau. Esse método é devido a FEuclides que escreveu em seu livro os
elementos (PEDROSO, 2010).

O indiano Bhaskara foi um dos mateméticos mais conhecido quando se trata da
equacao do segundo grau, principalmente, aqui no Brasil, pois ainda chama-se a férmula
geral de resolucao de equacao do segundo grau de férmula de Bhaskara, no entanto a
referida formula foi encontrada pelo matematico hindu Sridhara e nao por Bhaskara, nessa
época ainda nao se utilizavam simbolos algébricos para representar as equacgoes. A formula
geral de resolugao de equacao de segundo grau fundamentou-se na ideia de buscar uma

forma de reduzir o grau da equacao, transformando em uma equagao do primeiro grau
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(GARBI, 2009).

A representacao simbodlica das equacoes na forma algébrica foi introduzida apenas
no inicio da idade moderna, pelo francés Frangois Viéte (1540 — 1603). Esse foi o grande
responsavel pelo desenvolvimento da algebra no periodo da Renascenca europeia. Ele
introduziu uma convencao no tratamento das equacgoes algébricas, utilizando letras do
alfabeto para representar grandezas conhecidas e desconhecidas (NOBRE, 2003 apud
SANTOS e SILVA, 2015). Mas, apenas no século XIX, quando os nimeros negativos e
complexos foram aceitos e elevados a categoria de niimeros por Jean-Robert Argand (1786-
1822) e Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), é que todas as solugdes das equagoes
passaram a ser definitivamente reconhecidas (IEZZI et al, 2004). E importante ressaltar
que por ter prevalecido durante a maior parte da histéria da matematica, a resolucao das
equagoes de 2° grau através de métodos geométricos nao pode ser esquecida. Em 1637,
René Descartes (1596-1650), além de possuir uma notagao que diferia da atual somente
pelo simbolo de igualdade, desenvolveu um método geométrico para obtencao da raiz
positiva. No apéndice La Géométrie de sua obra, O Discurso do Método, Descartes

resolveu indentidade do tipo (PEDROSO, 2010):

2

2+br=7 e 22 =7+ br.

Um professor de Matematica da Universidade de Bolonha de nome Scipione del
Ferro (1465-1526) encontrou uma forma geral de resolver as equacao do tipo 23 +pxr+q = 0.
O curioso é que del Ferro nunca publicou sua solu¢ao, comunicou apenas a duas pessoas
sua descoberta: seus discipulos Annibale Della Neve e Antonio Maria Fiore. Em 1535
Fiore desafiou Niccolé Tartaglia (1499-1557), professor em Veneza, para uma disputa
matematica, disputas como essa eram comuns naquela época. Fiore propos 30 problemas
envolvendo equacoes do terceiro grau e Tartaglia também propos sua lista a Fiore. Para
resolver sua lista Fiore utilizou a formula de Ferro enquanto que Tartaglia apenas seu
conhecimento matematico. Depois de muitos tentativas, poucos dias antes do encontro,
Tartaglia encontrou a féormula da equacao do terceiro grau e ganhou a disputa contra Fiore.
Com isso, Girolamo Cardano (1501-1576) usou de todos os meios para atrair Tartaglia a
sua casa em Milao, e com mediante promessa de guardar segredo, obteve dele, a regra para

resolver a equacao z° + pr = ¢, dado em forma de versos. Cardano consegui demonstra a
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a
valides da formula de Tartaglia e mostrou que a substituicao x = y — 3 permite eliminar o

termo de 2% na equacao (GARBI, 2009):
2+ ax® +bx +c=0.

Em 1542, Cardano e Ludovico Ferrari (1522-1560) visitaram Bolonha e 14 exa-
minaram os manuscritos deixados por Ferro, entre os quis estava a solucao da equacao
2%+ pr = ¢, com isso se considerou livre das obrigacoes com Tartaglia e publicou a férmula
obtida por del Ferro, em 1545 no seu grande livro Ars Magna. No ano seguinte Tartaglia
publicou em seu livros Quesiti e Inventioni Diverse em que apresentou solugoes para varios
problemas propostos. Isso explica o nome do método Cardano-Tartaglia (GARBI, 2009).

E importante entender que, por muitos séculos, a férmula da equacao do terceiro
grau foi conhecida como “férmula de Cardano”, por ter sido publicada pela primeira vez
na “Ars Magma” apesar de del Ferro ter descoberto a férmula primeiro e redescoberta por
Tartaglia. Logo, seria bem conveniente ser chamada de férmula de del Ferro (LIMA, 1991).

A equacao do quarto grau que tem uma abordagem em sua férmula parecida com
a do terceiro grau, pelo fato de seu método de resolugao utilizar em algum momento a
férmula do terceiro grau e pela mudanca de variavel, teve sua férmula desenvolvida por
Ferrari que era um dos discipulos de Cardano. Ferrari desenvolveu a férmula de resolucao
da equacao do quarto grau devido um desafio proposto a Cardano que envolvia a seguinte

equagcao:
2t + 622 — 60z +36=0

Cardano passou a questao para Ferrari que conseguiu formular um método para resolver a
equacao. O método proposto por Ferrari envolvia a equagao do terceiro e segundo grau. O
raciocinio era reagrupar os termos de modo que nos dois lados da igualdade fosse possivel
obter quadrados perfeitos, logo a equacao de quarto grau recairia em uma do segundo grau
que seria facilmente resolvida (GARBI, 2009; MELO, 2014).

Solugoes de equagoes algébricas até o quarto grau sao soliveis por formula que
envolvem os coeficientes, as quatro operacoes aritméticas e a extracao de raizes. Entretanto,
a resolucao das equagoes polinomias de grau 5 continuou sendo um quebra-cabeca, pois

todos acreditavam que elas também poderiam ser resolvidas por formulas. Assim muitos
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matematicos tentaram, em vao, obte-la. Em 1799, Paolo Ruffini (1765-1822) publicou um
trabalho em que , exceto por um pequeno engano, provava a impossibilidade de resolucao
das equagoes do quinto grau por férmula. Como nessa época era um contra-senso acreditar
que alguma equagao algébrica nao pudesse ser resolvida por férmula, Ruffini morreu sem
poder corrigir sua prova e sem ser reconhecido por ela (DANTE, 2005). A primeia prova
correta da impossibilidade de resolver as equacoes do quinto grau por férmulas foi publicada
pelo noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) em 1824. O curioso é que, trés anos antes,
Abel chegou a acreditar ter obtido a férmula de resolugao das equagoes de grau 5, porém,
ao produzir um exemplo usando-a, percebeu que se enganou e acabou provando o contrario:
que as equacoes de grau maior que 5 nao sao em geral resoltiveis alebricamente, resultado
publicado em 1824 e que hoje é conhecido como teorema de Ruffini-Abel. Além deles,
Galois (Evariste Galois, 1811-1832) também provou essa impossibilidade usando a sua

propia teoria, mais tarde chamada Teoria de Galois (DANTE, 2005; IEZZI e at al, 2004 ).
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3 EQUACOES POLINOMIAIS OU ALGEBRICAS

Neste capitulo serao apresentadas algumas defini¢oes, teoremas e clasificagoes sobre
nimeros complexos, equagao e raizes algébrica e divisao de polindmios encontrados nos

livros didaticos.
3.1 Definicoes

Definicao 1 Seja R o conjunto dos nimeros reais. considera-se o produto cartesiano R X
R = R?:
R={(z, ylzeR e yeR}

isto é, R é o cunjunto dos pares ordenados (z, y) em que x e y sdo nimeros reais. Toma-se
dois elementos, (a, b) e (¢, d), de R? vale as seguintes defini¢oes (IEZZI et al, 2004; IEZZI,
2013; DANTE, 2005):

1) Igualdade: Dois pares ordenado sao iguais se, e somente se, apresentarem primeiros

termos iguais e sugundo termos iguais.

(a,b)=(c, d) = a=c e b=d.

2) Adigao: Chama-se soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujos
primeiro e sugundo termos sao, respectivamente, a soma dos primeiros e a soma do

segundos termos dos pares dados.

(a, b)+ (¢, d) = (a+c, b+d)

3) Multiplica¢do: Chama-se produto de dois pares ordenados a um novo par ordenado
cujo primeiro termo é a diferenca entre o produto dos primeiros termos e o produto
dos segundos termos dos pares dados e cujo sugundo termo ¢ a soma dos produtos

do primeiro termo de cada par pelo segundo termo do outro.

(a, b)- (¢, d)=(a-c—b-d, a-d+b-c)

Definigao 2 Chama-se unidade imagindria e indicado por i o nimero complexo (0, 1).
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Nota-se que:
i?=i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-1+1-0)=—1

isto é, a propriedade basica da unidade imaginaria é i> = —1 (IEZZI, 2013; DANTE 2005).

Definicao 3 Denomina-se equagao polinomio ou algébrica toda equacao que pode ser escrita

na forma:
anx" + a(n_l)x(” Dy +agr’ +ar+ag=0 (com a,#0), (1)

em que 0s @; (Gn, A(n—1--.-., G2, a1, Gg) sao elementos do conjuntos dos niimeros complexos,

n € N en é o grau da equacao (DANTE, 2005; IEZZI e at al, 2004).

O teorema seguinte fornece informacao importante a respeito do niimero de raizes

complexas de uma equacao polinomial com coeficientes reais. (IEZZI et al, 2004).

Teorema 1 Se um numero complexo z = a + bi, com b # 0, é raiz de uma equagao com

coeficientes reais, entao seu conjugado z = a — bi também ¢ raiz dessa equacao.

Demonstragao: Seja a equacao P(x) = a,z™ + a(n,l)z(”’l) + ...+ a, +ay =0, com
A, (n—1);- - - ,01,00 coeficientes reais.

Da hipétese, z é raiz da equagao, isto é, P(z) = 0.

an2" + a2 + ot ar+ap =0 (2)

(@p2" 4+ ap 12" P+ .o a; +ag) =0 (3)

Usando (z1 + 22) = Z1 + Z3, pode-se escrever:

(anz™) + (apn-12") + ... + (a12) + (ag) = 0. (4)

Tem-se que (x.21) = .27 e T = x, entao:

an(2") + ap-n (2" D) + .+ a1Z + a9 = 0. (5)
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Usando(z") = (z)",vem:
an(Z)" + a1y (@) + @z +ag =0, (6)

Isto é, P(Z) = 0, o que mostra que z ¢ raiz de P(x) = 0.

Teorema 2 Se uma equacao polinomial de coeficiente reais admite a raiz z = a + bi (b # 0)

com multiplicidade n, entao também admite a raiz Z = a — bi com multiplicidade n.

Demonstra¢ao: Suponhamos que a equac¢ao P(x)=0 com coeficientes todos reais, admita
araiz z = a + bi (b # 0) com multiplicidade n e a raiz Z = a — bi com multiplicidade n’
(n' # n). Provemos que isso leva a uma contradi¢do. Seja m o menor dos nimeros n e
n’. Como o polinémio P é divisivel por (z — 2)" e (x — %)), P é divisivel por (x — 2)™ e

(x —Z)™. Sendo z # Z , resulta que P ¢é divisivel por (z — 2)™ e (z — Z)™, entao:

P=[z-2)" (z=2)"]-Q=[z—-2)(z—-2)"Q (7)
P=[2"—(2+72) 2+ 22" - Q= [z - 20z + (* + )] - Q (8)

Como P e [12? — 2az + (o + 3?)]™ tém coeficientes reais, segue-se que @ tem todos

os coeficientes reais. Sao possiveis dois casos:

19) caso: m=n <n/
P=(x—2"(x=2)"-Q=(r—2)" (x—2)"-Q e, como n é a mutiplicidade
da raiz z, decorre que () nao é divisivel por (z — z). Mas @) deve ter ainda n’ —n
fatores (z — %), pois n’ > n.
Portanto @) nao é divisivel por x — z e é divisivel por x — Z, isto é, Q(z) # 0 e

Q(Z) = 0. Isto é absurdo por contrariar o teorema anterior.

29) caso: m=n'<n
P=(x—2)"(x—2)"Q = (r — 2)"(x — Z)"Q e, como n é uma multiplicidade de raiz
z, decorre que @ nao é divisivel por (z — z). Mas @ deve ter ainda n — n' fatores

x — z, poisn >n'.

Dessa forma, ) nao é divisivel por z — Zz e é divisivel por x — 2. isto também é
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absurdo por contrariar o teorema anterior. Para evitar a contradicao, tem-se a necessidade
de fazer n = n'.

|

E importante observa que os dois teoremas anteriores so se aplicam a equacoes

2

polinomiais de coeficientes reais. Por exemplo, a equacao x* — iz = 0 tem como raizes 0 e

i, entretanto nao admite a raiz —i, conjugado de i. Além disso, como toda raiz complexas
z=a+bi (b# 0) de uma equagao com coeficiente rais P(x) = 0 corresponde uma outra
raiz Z = a — bt, com igual multiplicidade, segue-se que o nimero de raizes complexas nao
reais de P(z) = 0 é necessariamente par (IEZZI, 2013).

3.2 Divisao de polinomio

Definigao 4 Dado dois polinomios P(z) e G(z), com G(z) # 0. Dividir P(x) por G(x)

significa encontra dois polinomios Q(z) e R(x) que satisfacam as seguintes condigoes:

a) P(r) = G(z) - Qz) + R(x)

b) O grau de R(z) ndo pode ser igual nem maior do que o grau de G(z) ou entao

R(z)=0

Assim, tem-se que:

P(z) é o dividendo

G(x) é o divisor
e () é o quociente

e R(z) é o resto

Esse metodo de divisao de polinomio ¢ denominado de método da chave.( DANTE,
2005; IEZZI1, 2204).

H4& dois casos em que a divisao de P por G é imediata.



21

1° caso: O dividendo P ¢ o polinomio nulo P =0

Nesse caso, os polinémios () = 0 e R = 0 satisfazem as condicoes (a) e (b) da

definicao de divisao, pois QG+ R=0-G+0=Pe R=0.

P=0=Q=0¢ R=0

2°) caso: o dividendo p nao é polinémio nulo, mas tem grau menor que o divisor G.

Nesse caso, os polinémios ) = 0 e R = P satifazem as condigbes (a) e (b) da
definicao, pois QG+ R=0-G+ P = P e o grau de R é igual o de P e menor que o
grau de G (IEZZI, 2013)

RQ=0e R=P

3.2.1 Método da chave

A construcao do metodo da cheve é estabelecida aparti de P e GG. Tem-se a seguinte
divisao de P = 3z° — 62* + 132® — 922 + 11z — 1 por G = z* — 2z + 3 (IEZZI, 2013).

5
x

1° grupo de operagoes Forma-se o primeiro termo de () pela operagao —- = 323 e
x

constroi-se o primeiro resto parcial Ry = P — (323)G = 423 — 922 + 11z — 1, que
tem grau maior que G

3
~ ~ X .
2° grupo de operagoes Forma-se o segundo termo de @) pela oeragao —- = 4x e constroi-
x

se o segundo resto parcial Ry = Ry — (42)G = —2® — x — 1, que tem grau menor que
G.

3° grupo de operagoes Forma-se o terceiro termo de () pela operacao _x—f =—1le
constroi-se o terceiro resto parcial R3 = Ry — (—1)G = —3z + 2, que tem grau menor

que G, encerando portanto a divisao.
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3x° — 62 4+ 1323 — 922 + 1l — 1|22 — 22+ 3

— 32° + 62 — 927 ‘3x3+4x—1

4% — 922 + 11z
— 43 4+ 822 — 12

L —— |
2 —2x+3
-3z +2

3.2.2 Divisao por binémios do tipo (z — a)

Neste item serd apresentado a divisdo de um polinémio P(x), com grau maior que
1, por um polinémio de grau igual a 1 do tipo (x — a) ou (z + a), sendo a € C.

Efetuando a divisao do polinomio P(x) = z® — 2% + 2z — 5 por G(z) =z — 2:

3 —x? 42 —5|x—2

— 23 + 227 ‘xz—i-x—i-ll
22 + 21
— 2% + 2z
4or — 5
—4r + 8
3

Assim, tem-se que em qualquer divisao o grau de R e menor que o grau G. Como o grau
de G é igual a 1, deve-se ter o grau de R menor do que 1, ou seja, o grau de R ¢ igual a
zero. Assim, o resto é um polinémio constante R. Nota-se que a raiz de g(z) =z —2 ¢

igual a 2. Calculando P(2), tem-se:
P(2)=2"-2"+2.2-5=3 (9)

O valor encontrado para P(2) ¢é igual ao resto obitido na divisao . Assim, R = P(2).

(IEZZI et al, 2004; IEZZI, 2013).
3.3 Teorema do Resto

O teorema do resto é enunciado da seguinte forma (IEZZI at al, 2004).

Teorema 3 Seja P(z) um polinémio tal que o grau de P(z) é maior que 1. O resto da
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divisao de P(x) por z — a ¢ igual a P(a), ou seja, R = P(a).

Demonstragao: Considerando que a divisao de P(x) por & — a resulta em um quociente

Q(z) e um resto R, tem-se:

Fazendo x = a, vem:
P(a)=(a—a)Q(a) + R=0-Q(a) + R = R = P(a) (10)

Observa-se que como (x — a) tem grau 1, o resto R ou é nulo ou tem grau zero;

portanto, R é um polinomio constante.

3.4 Teorema de D’ Alembert

Uma consequéncia do teorema do resto é o teorema de D’Alembert (IEZZI at al,

2004).

Teorema 4 Se o nimero b é raiz do polinomial P(z); entao P(x) é divisivel por z — b.

Demonstracao: Seja P(x) = a,x" + a(n_l)m(”*l) +..... +a1x! + ap, pelo teorema anterior

P(b) = R tem-se:

P(z) = P(z) — P(b) = (apa™ + ag-nx™ Y + ..+ a1zt + ag) — (anb" + ap-nd™ ™V + ... +
a1b + ao) = an(x” — bn) + a(n,l)(x(”_l) — b(n_l)) + ...+ a1(fL’ - b)

P(z) = ap(x" = V") + a1y (2D — b=D) 4 .+ ay(x — b). Como z" — b" é divisfvel

por x — b basta verifica que:
2" =" = (= b)(2"Y 4 bV 4 4 bV plnTh)

Logo, P(x) é divisivel por = — b.
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3.5 Dispositivo de Briot-Ruffini

Esse dispositivo permite encontra um quociente Q(x) e também o resto R da divisao
de um polinémio P(z) por G(x). E importante resaltar que G(z) deve ser da forma (z — a)
ou (x + a), ja em relagdo a P(x) nao ha restrigao. O valor de a pode ou nao ser raiz de

P(x). (IEZZI e at al, 2004).

Proposigao 1 Sejam os polinémios complexos P(z) = a,z™ + a(n_l)x("_l) + . a4 a
e G(r) =z — a, fazendo a divisao de P(x) por G(z). Obtém-se um quociente Q(z) de

grau n — 1, dado por:

(n—2)

Q(x) = g1V + g_22™ D + .+ gt + g

O resto R dessa divisao ¢ um numero complexo, independente de x. Entao tem-se:

;

dn-1) = Qn
ap—1 = (qp-2 — Qn—1 = (Qp—2 = Ap—1 + adn—1
a1 = Qgo—aqi = qo = a1+ aq;
a = —a-q@+r=R=a+a-q

Demonstragao: Na divisao de P(z) por G(x) o objetivo é obter o resto R e os coeficientes

de Q(7): Gn-1, Gn-2,-» 1 € qo- Tem-se que:

Isto é:

nZ" + ap 12" N+ Lt azt +ag = (= a) (o1 + @0z 2+
+o gt + Q) +r= (q(n_l)x" + Q(n_g)x(”_l) + .+ qat+ qox) — (aq(n_l)x("_1)+
+aq(n_2)x(”*2) + ... +aqz+aq) + R.

Agrupando os monoémios de mesmo grau:

" + ap 12" art Fag = @12+ (Guoo — agpo1)r" T 4+

+(q0 — aq1)x + (—ago + R)
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Segue que:
Gn—-1 = Gp

Ap—1 = (Qn—2 — Qn_1 = Qn—2 = Gp_1 + AQn_1

a1 =¢qo—aqi = qo = a1 +aq

[ @ =—a-@+r=R=ay+a-q

De fato, como o grau de G(z) é igual a 1 segue que o grau de R é igual a zero.

O

3.5.1 Algoritmo de Briot-Ruffini

Usando o algoritmo descrito no item anterior, observa-se que de fato, o que foi
mostrado acontece na divisao de um polinémio P(x) por (z + a), em que a pode ou nao
ser uma raiz de P(z). O dispositivo também ¢é uma forma de verificar se o valor de a é
uma raiz do polinomio. Pode-se fazer essa divisao da seguinte forma:

Faz-se,

P(z) = ap2™ + ap12™ '+ ...+ arxt + ap,

dividido por (z — a), tem-se:

Coloca-se o valor de a

al

Em seguida coloca-se os coeficientes de P(x) apds a barra e separagao

a | a, Gp_1 ... a1 ag

Na parte de baixo da barra de separacao vao aparece os coeficientes do quociente e o resto

da divisao:

a | ap ap_1 ... a1 ag

Gn-1 Gn—2 - Qo |R
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Sabendo que a,, = ¢,_1, dai:

Qn—2 = QQp_1 + Qp_1

qo = aq1 + a;

R =aqy+ ag

3.6 Raiz de uma equagao polinmial ou algébrica

Definicao 5 Denomina-se raiz da equacao algébrica:

A" + an_ 12"+ 4 asx® + a1+ ag = 0, (11)
o valor b de x que satisfaz a igualdade, ou seja, o valor tal que (DANTE, 2005).

anb™ + ap 10" 4 4 axb® + ab+ap = 0. (12)

3.7 Teorema fundamental da algebra

Conhecimentos prévios para demonstracao do teorema.

Definicao 6 Seja k e n nimeros naturais, com k£ < n. Também seja a sequéncia

(a1, ag, *++, g, ++, Ap,---). O produto dos termos ay, até a, pode ser representado por:

n

Hai:ak.ak_l.....an

i=k
Assim pode-se multiplicar os termos de uma sequéncia. A quantidade de termos

multiplicados é n — k — 1. E necessario, por fim, ter uma noc¢ao do que é um corpo

(SALVADO, 2016).

Definigao 7 Um anel ou anel comutativo (E, +, -) é um conjunto £ com pelo menos dois
elementos, munido de uma operagao denotado por + (chamada adigao) e de uma operagao
denotada por - (chamada de multiplicacdo) que satisfazem as condigoes seguintes:

A. Axioma da adicao

A.1 Assiciatividade: Qualquer que seja a, b, ¢ € E, tem-se (a+b) +c=a+ (b+ ¢).
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A.2 Comutatividade: Quaisquer que sejam a, b € E, tem-se a +b = b+ a.
A.3 Elemento neutro: Existe 0 € F tal que a + 0 = 0 + a = a, quaquer que seja a € E.

A.4 Simétrico: Todo elemento a € E possui um simétrico em F, denotado por —a, tal
que a+ (—a) = (—a) +a=0.
B. Axioma da multiplicacao
M.1 Associatividade: Quaisquer que seja a, b, ¢ € E, tem-se (a-b)-c=a- (b-c).
M.2 Comutatividade: Quaisquer que seja a, b € E, tem-se a-b=10- a.

M.3 Elemento neutro: Existe 1 € Ftalque 1 #0ea-1=1-a = a. qualquer que seja

acF.
D. Axioma da distribuidade

D.1 Quaisquer que seja a, b, ¢ € E, tem-se a-(b+c¢) =a-c+a-ce (a+b)-c=a-c+b-c
(LIMA, 2016).

Definicao 8 Um anel (F, +, -) é chamado dominio ou dominio de integridade se ele
satisfazer a seguinte condigao:
M.4 O produto de quaisquer dois elementos nao nulos de E é um elemento nao

nulo, isto é,

Va, be E\ {0}, a-b#0

Um anel (E, +, -) é chamdo de corpo se ele satisfazer a seguite condigao:
M.4" Todo elemento diferente de zero de E possui um inverso com respeito a

multiplicacdo, isto é (GARCIA e LEQUAIN, 2005).

Vaec E\ {0}, 3beFE tal que a-b=1.

Definigao 9 Um corpo (E,+,-) é ordenado se nele estd contida um subconjunto préprio

L C E, que satisfaz as seguntes condigoes (SOUZA, 2013):

(L1) Dado a, b € L, tem-se: a+b € Lea-be L, ouseja, L é fechado em relacao a

“om

adicao “+ 7 e a multiplicacao
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(L2) Dados = € E, tem-se que exatamente uma das trés alternativas ocorre: ou x = 0 ou

x € L ou —z € L, sendo que 0 é o elemento neutro da adicao.

Definigao 10 Seja a e b elementos de um corpo ordenado (E,+,-) e L C E é um subconjunto
que satisfaz as propiedades L1 e L2. Diz-se que a é menor que b, denotado por a < b
quando, b—a € L. Diz-se a é menor que b, denotado por a > b, quando a—b € L (SOUZA,
2013).

Definigao 11 F é um conjunto onde (£, +, -) é um corpo, (E, +, -,<) é um corpo

ordenado se(SALVADO, 2013):
(1) < é uma relacao de ordem total em F.
(2) SeVa, b, c € E tem-se a < bentdo a+c<b+c.
(3) SeVa, be Etem-se 0 <ael<bentao 0 <a-b.

Proposicao 2 SeV a, b, ¢, d€ E tem-sea <bec<d, entao a+c<b+d.

Demonstragao: Se a < b, entao pela relagao (2) da definigao 13 tem-se :

c<d&a+c<b+c

Se ¢ < d, entao pela relagao (2) da definigao 13 tem-se:

c<d&c+b<d+b

Assim, tem-se que a + ¢ < b+cec+ b <d+b, conclui-se que a + c < d + b.
O

Proposigao 3 Sejam (E, +, -) um corpo ordenado e L C F um subconjunto que satisfaz

as propriedades L1 e L2 da definicio 11. Se a # 0 e a € E, entao a®> € L (SOUZA, 2013).

Demonstracao: Como a # 0, entao da propiedade L2 segue-se que a € L ou —a € L.
Assim, da propiedade L1 segu-se que a-a € L ou (—a)-(—a) € L. Como a-a = (—a)-(—a),

decorre-se que: a-a = a® € L.
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Proposicao 4 O quadrado de um nimero real nao nulo é positivo, ou seja (SOUZA, 2013):

a€R, com a#0=a®>cR".

Demonstracao: Pondo F =R e L = R™ o resultado decorre-se da proposicao 3.

|

Definigao 12 Um corpo real fechado £ é um corpo ordenado satisfazendo uma das seguntes

condigoes equivalentes(PEREIRA, 2012):

e Todo elemento positivo é um quadrado e todo polinémio em E|x] com grau impar

tem uma raiz em F.

e Para todo o polinomio P € E[X] e para todo a < b e P(a)P(b) < 0 existe ¢ € E,
a < c<b,tal que P(c) =0.

o E[\/—1] = E[X]/(X?+2) é um corpo algebricamente fechado.

Teorema 5 Uma equagao polinomial, com coeficiente complexos e de grau n > 1, tem pelo

menos uma raiz complexa.

Tem-se que, se a e b forem dois niimeros rais, entao existem dois niimeros complexos
21 € 29 tais que o polindmio 2% + az + b é igual a (z — 21)(z — 22). Por outro lado, se um
polinémio P(z) tem coeficiente complexos, o polinémio Q(z) = P(z)- P(Z) tem coeficientes
reais e se 0 nimero complexo zq for raiz de Q(z) entao zy, ou seu conjugado, é raiz de
P(z). Desta forma, pode-se demonstra o teorema para um polinémio de coeficientes reais.

Utilizando inducao para demonstar o teorema 6. Tem-se ao menor inteiro nao
negativo k, tal que 2* divide o grau n de P(z). seja F' um corpo de decomposicao de P(z),
visto como um polinomio de coeficentes complexos; em outras palavras, o corpo F' contém

C e ha elementos zq, 29,...,2, de F tais que.
Pz)=(z—21)(z—22)...(2 — zn).

Demonstragao: Se k = 0, entdo n é impar e, desta forma, P(z) tem alguma raiz real.

Suponha-se que n = 2¥m, com m fmpar e k > 0, e também que o teorema j4 se enconta
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demonstrado no caso em que o grau do polinomio é de forma 2*~'m’, com m’ impar. Para
um numero real ¢, seja
Q)= ] (z—z—2—tzz) (13)
1<f<j<n
Os coeficientes de (Q);(z) sdo polinémios nos zy com coeficientes reais. Assim, pode-se
expressar como polindmios com coeficientes reais nos polinomios simétricos elementares
nas rafzes zy, ou seja, em —ay, as, —as,--- ,(—1)"a,, logo Q; tem coeficiente reais. Além

(n —

1
disso, O grau de ), é igual a HT) = 2"lm(n — 1), onde m(n — 1) é impar. Entao,

pela hipétese de indugao, @y tem alguma raiz real. Logo, zy + z; + tzyz; é real para
dois elementos distintos f e j de {1, 2,...,n}. Como existem mais ntiimeros reais do que
pares (f, j), é possivel encontrar nimeros reais distintos t e s tais que zy + z; + tzs2; e
2+ zj + szpz; sejam rais, para os mesmos f e j. Consequentemente, tanto a soma, quanto
o produto entre z; e z; sao numeros reais e, portanto, z¢ e z; sao nimeros complexos, pois

sao as raizes do polindomio 2?2 + (25 + 2;)z + 272; (SALVADOR, 2016).

3.8 Teorema da decomposicao

Teorema 6 Todo polinémio P(x) de grau n(n > 1)
P =a,z" + a(n_l)x(”_l) + ot agr? taw+ag com  (a, #0),
Pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é
P=ay - (x—r1) (x—r9) - (x—13) - (x—1,),

em que 1y, ra, Ts,..., I, sao as raizes de P. Com excecao da ordem dos fatores tal

decomposicao é tnica (IEZZI et al, 2004).

Demonstragao: P(x) é um polinémio de grau n > 1, em que P(x) tem ao menos uma

raiz complexa 1. Assim, P(r;) = 0 e, pelo teorema 4, P(x) é divisivel por x — r;y. entao:
P=(x—r)Q (14)

em que () é polindmio de grau (n — 1) e coeficiente dominante a,, ( pois o divisor = — 71,
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tem coeficiente denominado unitério).

Temos que:

a) Sen =1, entdo n — 1 = 0 e @; é um polindmio constante; portanto, Q1 = a,.
Substituindo em (14), vem P = a,(x — r1), e o teorema fica demonstrado.

b) Se n > 2, entdo n — 1 > 1. Dai @Q(x) tem ao menos uma raiz complexa ;.

Assim, Q1(r2) =0 e Q1(x) é divisivel por x — 7y :

Q1(x) = (x — 1r2)Qa(2) (15)

em que (Q2(x) é um polinomio de grau n — 2 e coeficiente dominante a,,. Substituindo a

equagao (15) na equagao (14), resulta em:

P(z) = (z —r)(z — ) Qa(x). (16)

Se n =2, Q2(z) é um polinomio de grau 0, dado por Q2(x) = a,. Da equagao (16), segue
que P(z) = a,(x — r1)(z —ra), e 0 teorema fica demonstrado.

c¢) Aplicando sucessivamente n vezes o procedimento anterior , obtemos:

P(x)=(z—r)(x—r3)..(x — 1) Qn().

em que Q,(z) é um polinémio de grau n —n = 0, dado por @Q,(x) = a,. Assim

|

Obsevacao: Pode-se mostra que, com excecao da ordem dos fatores do produto, a
decomposicao de P(z) em termos de suas raizes é tinica. Dizemos também que um dos
polinémio do 1° grau, © — 1, & — ra, ..., & — ry,, é um fator de P(z). Por outro lado, P(z) é

divisével por, individualmente, cada um de seus fatores.
3.9 Teorema das raizes racionais

O teorema abaixo nao nos garante a existéncia de raizes racionais de uma equacao
de coeficientes inteiras. No entanto, ele exibe todas as possibilidade para tais razes, em

caso de existencia de raizes racionais (IEZZI et al, 2004).
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Teorema 7 Seja a equacao polinomial de coeficientes inteiros a,xz™ + a,_ 12"t + ...+ a1z +

ag = 0, com a, # 0. Se o nimero racional }—), pE€ZeqeZ compe q primos entre si, é
q

raiz dessa equacao, entao p é divisivor de ag e ¢ é divisor de a,,.

~ p ., . -
Demonstracao: Como = ¢ raiz da equagao, temos
q

n n—1
an-(j—)) —|—an_1-(2—9) —|—...—|—a1-8—|—a0:0.
q q q
Multiplicando ambos os membros por ¢", tem-se:
U P F Apy P g Farp ¢ ag-¢" =0

Isolando a,p™ e colocando em evidéncia ¢ na equacao (18), segue que:

ap - p" = —q (an_lp"_l + ...+ alpqn_2 + agq”_l) .
Isolando agg™ e colocando p em evidéncia na equagao (18), segue que:

ap-q" = —p (anp”_1 + an_ﬂpn_2 cq+ ...+ alq”_l) )

Como todos os coeficientes ag, aq,...,a,, p € g sao inteiros, segue que

(an—1p" '+ .. 4 a1pg" 7 + aog" )

(anpnil + anflpn72 q +.. .+ alqnil)

sao inteiros. Fazendo:

(anp" '+ Fapg"? +and" ) = K

(anpnil + alnflpn72 g+t alqnil) =W

em (19) e (20) tem-se:

(17)

(18)

(19)

(20)
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a,p” = —q-K=>anp =-KeZ (I)
q

apq” = —p-W:>a0q =-WeZ (II)
p

As igualdades acima obtidas mostram que:
(I) a,p™ é divisivel por ¢. Como p" e ¢ sdo primos entre si, a,, é divisivel por ¢, isto é, ¢
¢é divisor de a,,.
(II) apq™ é divisivel por p. Como ¢" e p sdo primos entre si, ag é divisivel por p, isto é, p

¢ divisor de ayg.

3.10 Relagao entre as raizes e os coeficientes de uma equagao

As relagoes existentes entre os coeficientes de uma equagao e suas raizes, conhecidas
como relagoes de Girard, constituem uma ferramenta importante na resolucao de equagao
quando conhece-se alguma informacao sobre suas raizes. As relagoes de Girard sao férmulas
matemédtica que relacionam os coeficientes com as raizes de uma equacgao algébricas (IEZZI
et al, 2004; DANTE, 2005).

Para determinar essas relagoes, considera-se, primeiramente, uma equacgao do

segundo grau.
ar® +br +c=0,com a0, (21)
cujas raizes sao dadas por ry e ry. Pelo teorema 6, tem-se:
az® + bz +c=a(z —r)(x — ). (22)

1
Multiplicando os dois membros da igualdade (22) por —, obtém-se:
a

b c a
2 — —_ = — — —
L a(:z: r1)(x —1rg)

dai,

b
2+ E:c + 2 = (2% —xry —ary +1rirg) = 27 — (r +1o)T + 1Ty (23)
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Igualando os coeficientes de x e os termos independentes da igualdade (23), segue

que:

r+re = —

m™mry =

ISHNeY

Considerando uma equacao do terceiro grau.
ax® + bz’ +cx+d=0, com a#0 (24)

Cujas raizes reais sao ri,ry e r3. Tem-se que a equagao do terceiro grau pode ser

escrita sob a forma:
a(x —ry)(x —re)(z —r3) = 0.
Tem-se a identidade:
azr® +br* +cx+d=alr —r)(x — 1) (2 —13)
Isto é:
3, by ¢ d 3 2
x” + P + P + S= (r1 + 1o +1r3)x” + (rire + rors + r3r)r — rirers, V.
Portanto:
—b c —d

7“1+T’2+7"3:?7 7’17”2+7“27"3+7’17“3:E7 7’17“27“3:7'

Sao as relacoes entre coeficientes e raizes da equacgao do 3° grau.
Considerando uma equacao algébrica de grau n, a deducao da relagao entre coefici-

entes e raizes de uma equacao polinomial de grau n (n > 1) é a seguinte. Tem-se:
P(z) = apa" + ap_1yr" V + . +ax =0 (a, #0)

Cujas raizes sao ri,ry,73, ..., ,. lem-se que:

P(x) = ap(x — 1) (x —1r2)..( — 1) = ana™ — an(ry + 79 + .o+ 1) H 4



35

+a,(rire +rirs + ... + r(n_l)rn)x(”_Q) — ay(ryrors + 12Ty + .0 F r(n_g)r(n_l)rn)x("_?’)—l—

o+ (=D, S 44 (1) an (rirers..ry), Vo

Portanto, obtém-se as seguintes igualdades:

—Q(p_
81:T1+7’2+7’3+...+Tn: C(L D
QA
So =rire +1riry + ... + T(n—1)Tn = (a 2
4(n—3)
Sg = T1T9T3 + 11727y + oo + T (=) T (n—1)Tn = ,

Sp, =(soma de todos as combinagoes C,, ;, dos produtos de h raizes da equagao)=

A(n—h)
—1)r2E
(-1

S, = TiTaT3...Ty, = (—1)"@.
an

Essas sao as relagoes entre coeficientes e raizes de uma equagao algébrica.
E importante notar que as n relagoes de Girard para uma equacao polinomial de
grau n nao sao suficientes para obter r1,r9,r3,...,7,. Fazendo o calculo de ri, por exemplo,

apos varias substituicoes, obtém-se a equacao:

anr? =+ a(n_l)TYl_l) + a(n_g)r§n_2) + ...+ airy + ag = 0

equivale a equagao dada (IEZZI, 2013).

Exemplo 1 Aplica-se as relagoes de Girard na equacao seguinte, para mostra que as relagoes

nao sao suficientes para obter as raizes de uma equacao de grau n > 2:
P(z) =2 —62° + 32+ 10 =0 (25)

Obtém-se pela relagdo de Girard os seguintes resultados da equagao (25)

(1) T1+T2+T3:6;
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(2) rTro + rirs + o3 = 3;

(3) rirory = —10.

Faz-se:
r1(re +173) + 1ror3 = 3,
De (1) e (3)
(6 — 7)) + (_7“10) =3=7r}(6—r)—10=3r =1’ —6r}+3r, +10=0

A equagao encontrada é P(ry) = P(x), isso mostra que sem uma condigdo imposta
inicialmente a utilizagao da relagoes de Girard retoma a equagao inicial sem obter de fato
uma solucao. Quando é dada uma condi¢ao para as raizes, por exemplo, soma de duas

raizes é igual a 1, entao é possivel obter o conjunto solucao.
3.11 Teorema de Bolzano
Teorema 8 Scjam P(z) = 0 uma equacao polinomial com coeficiente reais e |a, b[ um

intervalo aberto:

(1) se P(a) e P(b) tém mesmo sinal, entao existe um nimero par de raizes reais ou nao

existem raizes da equagao em |a, b[;

(2) Se P(a) e P(b) tém sinais contrario, entao existe um nimero impar de raizes reais

da equagao em |a, b .

Demonstragao: Observa-se que, se a raiz r,, é interna ao intervalo |a, b[, entao a < r,, < b,
isto é: a —r, < 0eb—ry, > 0,entdo (a —ry,)(b—r,) < 0. Nota-se também que, se r,
é externa ao intervalo ]a, b[, por exemplo, se a < b < r, resulta: a —r. <0eb—r. <0,

entao (a — 1) (b — 1) > 0 dai, fazendo P(a) - P(b), tem-se:

P(a)- P(b) = [an - Q(a) - (a = r)(a = 72)...(a = 7p)] - [an - QD) - (b = 711)(b = 72)...(b = 7)]
P(a)- P(b) = a;, - [Q(x) - Q®)] - [(a — r1)(b — )] - [(@ = r2) (b = 72)]..[(a — 1) (b — 7))

Verifica-se que P(a) - P(b) é um produto de p + 2 fatores numéricos, a saber:
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a) Um fator é a2 > 0;
b) Um fator é Q(a) - Q(b) > 0 pois Q(z) > 0, Vx € R;
c) p fatores do tipo (a — ry,)(b — 74,), em que 7, é raiz da equagao dada.

Assim, os unico fatores negativos do segundo membro da relagao (2) sao os fatores
correspondentes as raizes de P(z) = 0 internas ao intervalo |a, b[, o que permite concluir

a existéncia de duas possibilidades:

1°) Quando P(a) e P(b) tém mesmo sinal, isto é, P(a) - P(b) > 0, existe um nimero par
de fatores negativos do tipo (a — ry,)(b — 1) €, portanto, existe um nimero par de

raizes reais da equagdo P(z) = 0 que sao internas ao intervalo |a, b];

2°) Quando P(a) e P(b) tém sinais contrérios, isto é,P(a) - P(b) < 0, existe um numeros
impar de fatores negativos do tipo (a — 7,)(b — 1) €, portanto, existe um nimero

impar de raizes reais da equagdo P(x) = 0 que sao internas ao intervalo |a, b| .

a

Considerando o teorema de Bolzano é possivel obter o nimero de raizes de uma
equagao algébrica dentro de certo intervalo dado (RIBEIRO e BOTELHO, 2016).Uma
aplicacao disso é: Quantas raizes raiz a equacao 2 — 322 + 72 + 1 = 0 pode apresentar no

intervalo | — 1,1[? Tem-se P(z) = 2® — 32% + 7z + 1 = 0, entao:

P(-1)=(-1%-3-(=1)*4+7-(-1)+1=-10<0

P =(1)P-3-1)*+7-(1)+1=6>0

Como P(—1) e P(1) tém sinais contrarios, a equagdo pode ter uma ou trés raizes

reais no intervalo dado (IEZZI, 2013).
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4 METODOS DE RESOLUCOES DE EQUACOES DO PRIMEIRO E SEGUNDO
GRAU

As equagbes sao sentencas matematicas expressa por uma igualdade e apresenta
pelo menos um valor desconhecido representado por um simbolo, geralmente uma letra,

denominado incégnita (SILVEIRA, 2015).
4.1 Caminho para resolver uma equacao do primeiro grau

O objetivo de resolver uma equagao de primeiro grau é descobrir o valor desconhecido,
ou seja, encontrar o valor da incdgnita que torna a igualdade verdadeira. Assim, isolando o
elemento desconhecido em um dos lados do sinal da igualdade e o valor constante do outro
pode-se obter o valor da incégnita. Por outro lado, deve-se observa que a mudanca de
posicao desses elementos deve ser feita de forma que a igualdade continue sendo verdadeira
(SILVEIRA, 2015).

A equacao do primeiro grau pode ser definida da seguinte forma:

Definigao 13 Diz-se que uma equacao é do primeiro grau com uma incégnita quando tem

a seguinte forma:
ar+b=0,com a#0 (26)

em que a e b sao nimeros reais, sendo x a incégnita.

A incégnita de uma equacao pode assumir diversos valores, mas a sentenca obtida
pode nao ser verdadeira para alguns desses valores. Se um desses valores torna a sentenca

verdadeira, ele é chamado de raiz da equacao (SILVEIRA, 2015).

Exemplo 2 Tem-se a identidade x + 2 = 5, utilizando a substituicao torne essa setenca
verdadeira.
Solucao:

Substitui-se x por 3, obtem-se uma sentenca verdadeira.

3+2=295
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Logo, o ntimero 3 é raiz da equagao = + 2 = 5.

4.1.1 Equacoes equivalentes

Considerando as equagoes xt —3 = 0 e x + 2 = 5, sendo x pertencente aos reais. O

numero 3 é raiz dessa duas equacoes.

r—3=0 T+2=
3—-3=0 3+2=5
0=0 5=5

Tem-se que as equagoes x —3 = 0 e x + 2 = 5 sao equagoes equivalentes, pois tem a mesma

solucao.

Definicao 14 Quando uma mesma quantidade é adicionada aos dois membros de uma
equagao ou subtraida dos dois membros de uma equacao, obtém-se uma equagao equivalente

a equagao dada. Esse é o principio aditivo das igualdades (SILVEIRA, 2015).

Exemplo 3 Aplica-se a definicao 14 para resolve a equacao abaixo:

z—6 = 10. (27)

Solugao:

Adiciona-se 6 unidades em cada membro da equacdo (27)

r—6+6=10+6

x = 16.

Faz-se um estudo da raiz da equagao (27), tem-se que:

r—6=10&2r-16=0

Aplica-se o teorema 6 no polinomio:

Plz)=x—-16
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Tem-se que o polinomio ja se encontra decomposto em fatores do primeiro grau. Como

(x — 16) divide P(z) = x — 16 pelo teorema 4 16 ¢é raiz da equacgao (27).

Definigao 15 Multiplicando ou dividindo os membros de uma equagao por um mesmo
numero diferente de zero, obtemos uma equagao equivalente a equacao dada. Esse é o

principio multiplicativo das igualdades (SILVEIRA, 2015).

Exemplo 4 Aplica-se a definicao 15 para resolver a equacao abaixo:

3y =15 (28)

Solugao:

Dividi-se cada membro da equacgao (28) por 3

3 15
3773
y = 9.

Faz-se um estuda da raiz da equacao (28), tem-se que:

3y=15& 3y —15=0.

Usa-se o teorema 6 no polinomio:

coloca-se o nimero 3 em evidéncia:

P(y) =3(y —5).

logo, o nimero 5 é raiz da equacao (28).
Isso também pode ser mostrado pelo teorema 4. Utiliza-se a preposicao 1 para

dividir P(y) = 3y — 15 por (y — 5)
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como (y — 5) divide P(y) = 3y — 15, entao 5 ¢é raiz da equacao (28).

Para resolver uma equacao do primeiro grau, fazem-se operacoes aplicando os
principios aditivo e multiplicativo da igualdade, de modo que possam-se obter equacoes
equivalentes cada vez mais simples, até encontrar as solugdes da equagao (SILVEIRA,
2015).

Exemplos de situagoes problemas que envolver equacoes do primeiro grau.

Exemplo 5 Fabio tem x anos e Jorge, x +42 anos. Com base na informacao de que, juntos,
eles tém 66 anos. Qual a idade de Fabio?

Solugao:

x+x+ 42 = 66

27 4 42 = 66 (29)

Soma-se —42 em ambos os membros da equagao (29)

22 + 42 + (—42) = 66 + (—42)

22 = 24 (30)

Dividi-se os dois membro da equagao (30) por 2:

2
27 T 79
xr =12

Logo, a idade de Fabio é 12 anos.
Faz-se um estudo da raiz da equagao (29), tem-se que:

Tz +42=66< 20 —24=0 (31)
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Aplicando o teorema 6 no polinomio:

P(z) =2z — 24,

coloca-se o nimero 2 em evidéncia:

P(z) =2z — 24 = 2(z — 12).

Logo, pelo teorema 6 12 é raiz da equagao (31). Isso também pode ser provado aplicando

a proposigao 1 para dividir o polinémio P(x) = 2x — 24 por (z — 12):

Como (z — 12) dividi P(z) = 2z — 24, pelo torema 4, 12 é raiz da equagao (31).

Exemplo 6 Pedro e Ernesto colheram juntos, 55 laranjas. Pedro colheu %l da quantidade
colhida por Ernesto. Quantas laranjas Pedro colheu?

Solucao:

Sendo x a quantidade de laranjas colidas por Ernesto, a quantidade de laranjas

4
colhidas por Pedro ¢ igual a 7m

4
x+~$:5a (32)

multiplica-se o numero 7 em ambos os membro da igualdade (32), tem-se:

7.4
To+ L —7.55
Tx +4x = 385
11z = 385 (33)

Dividi-se ambos os membros da igualdade (33) por 11:

11 385
1" 11

=235
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Assim, a quantidade de laranja colhida por Ernesto é 35, por outro lado a quantidade de

laranja colhida por Pedro ¢ igual a 20.

Faz-se um estudo da raiz da equacao, tem-se que:
4x
x+7:55<:>11x—385:0
Aplica-se o teorema 6 no polinomio
P(z) = 11z — 385,
coloca-se o nimero 11 em evidéncia:
P(z) = 11(xz — 35).

Logo, 35 é raiz da equagao (32).
Por outro lado, utiliza-se a proposigao 1 para dividir P(z) = 11z — 385 por (z — 35).

Portanto, pelo teorema 4 35 ¢é raiz da equagao (32).
Dessa forma, para resolver uma equacao da forma ax + b = 0, soma-se o posto de
b nos dois lados da igualdade e obtém-se: az + b+ (—b) = 0 + (—b), isso resultarda em

1
ax = —b. Daf multiplicando ambos os membros da igualdade por a=! = —, tem-se:
a

obtendo o resultado da equagao.
4.2 Procedimentos para resolugao de uma equacao do segundo grau

Serao analisados trés métodos de resolucao de equagoes do segundo grau, o método
de completar quadrado, o método no qual é utilizada as relagoes de Girard e a féormula

geral.
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4.2.1 Equacgoes quadraticas

Definicao 16 Uma equacao do segundo grau ou equacao quadratica é uma equagao

polinomial de grau dois que pode ser escrita da seguinte forma geral:
ar’ +bx+c=0

em que x é uma variavel, sendo a, b e ¢ sdo numeros reais, com a # 0 (SILVEIRA, 2015).

Definicao 17 Uma equacao do segundo grau é incompleta quando b ou ¢ ou os dois forem

iguais a zero, em que b e ¢ sdo numeros reais (SILVEIRA, 2015).

4.2.2 Férmula Geral

Aproximadamente na mesma época em que os arabes, entre ele Khowarizmi, es-
tudavam equacoes, os matematicos indianos também estudavam a equacao do segundo
grau. Naquele tempo, os indianos nao utilizavam férmulas como conhecemos hoje, mas o
processo de resolucao das equagoes, baseado em regras, se aproxima dos procedimentos
que utilizam-se atualmente para resolver uma equacao. Hoje, chama-se de formulas geral,
em que a, b e ¢ sao numeros reais e a # 0 (GARBI, 2009).

Pode-se determinar a férmula geral da seguinte maneira.

Seja a equacao do segundo grau:

ar’ +br+c=0 com a#0 (34)
1. Somando —c¢ em ambos os membro da equacao (34)

az® +bx + ¢+ (—¢) = (—c)
az® +br = —c (35)

2. Multiplica-se os dois membros por da identidade (35) 4a:

4a*r* + dabx = —4ac (36)

3. Adiciona-se b* aos dois membros da identidade (36):
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4a*x® + 4abr + b* = b* — dac (37)

4. Com isso, pode-se escrever o primeiro membra da identidade (37) na forma de

quadrado da soma:

(2ax + b)? = b* — 4ac (38)

5. Extrai-se a raiz quadrada dos dois membros da identidade (38), tem-se:

2ax + b = £Vb? — 4dac (39)

6. soma-se (—b) em ambos os lados da identidade (39), obtém-se:

2ax +b—b=—b+ Vb2 —4ac
2ax = —b+ Vb — dac (40)

1
7. multiplica-se ambos os membros da igualdade 41 por %9’ obtém-se:
a

b= Vb? — 4dac

2a

i

4.2.3 O Método de Completar Quadrados

Completar o quadrado é uma técnica para converter um polindmio que tem o
dac — V? b
formato da equacdao (34) em a(x —m)?> +h = 0, em que h = % em = —.
a a
(DANTE, 2005; MIRANDA, 2003; Khan Academy, 2021).

O procedimento ¢é simples, usando a equagido (34) colocando a, obtém-se:

b
a{x2~|——x+f} =0 (41)
a a
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b b b\?
onde tem-se a seguinte identidade 2? + 1— + — = (2 + — | .
a 4a? 2a

Dali,

b\?2 dac — b?
(:v * 2@) 4a? (42)

Aplica-se a raiz quadrada nos dois membros da igualdade (42), obtem-se:

b Vb2 — 4dac

2a 2a

b n Vb2 — 4dac
2a 2a

ou

b= Vb? — 4dac

v 2a

Observa-se que o método em questao é a base da demonstragao da formula geral.
4.2.4 Relagoes de Girard

Reescreve-se a equacao (34), com isso analisa-se o método usando as raizes férmula

geral (SILVEIRA, 2015)
b
24—z + = =0.
a a

Sabe-se que as raizes da equagao do segundo grau resolvido pela formula geral sao

B —b+ /b? — 4dac . —b—Vb? — 4dac

2a 2= 2a

X

Pode-se escrever a soma S das raizes:

_ —b+ Vb —dac N —b—Vb? — 4dac
a 2a 2a ’

S
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Logo:

—2b b
S = —

2a a

Usa-se o mesmo procedimento para o produto H das raizes:

B —b+Vb% —4ac —b— Vb —4dac

2a 2a

H

Desenvolve-se o produto da soma pela diferenca dos dois termos:

V¥ (V®—4dac) dac ¢

4a2 4a?  4a?2 o

Exemplo 7 Obter soma dos quadrados das raizes da equagao(PROFMAT, 2018):
2t =52 +6=0 (43)

Solugao:

Inicialmente, faz-se um estudo da raizes da equagao (43. Pelo teorema 7. Observa-se
que as possiveis raizes tem a forma P em que p é divisor de 6 e ¢ é divisor de 1, isto é,
p € {1, £2, £3, +6} e ¢ € {£1}. !

Dai, se a equagao tiver raizes racionais, essas estarao no conjunto:

{1, -1, 2, =2, 3, =3, 6, —6}

Aplica-se o teorema 8 no polinémio P(x) = z* — 5x + 6, utiliza-se o intervalo

| =7, 7[, tem-se:
P(=7) =49+ 49+ 6 = 104 > 0
P(T) =49 —49+6=6> 0

Como P(—7) e P(7) possuem o mesmo sinal, logo existe um nimero par de raizes

reais no intervalo ou nao existe raizes reais no intervalo | — 7, 7[. Substitui-se as possiveis
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raizes racionais na equcao z* — 5z + 6 = 0:

1'"-5-146=0& 2=0
(—1)* (-1)+6=0& 12=0
2) (2)+6=0& 12=0

(—2)* (-2)+6=0«< 32=0

(—3)* (=3)+6=0« 102=0

6 —5-(6)+6=0«1272=0

—1)* =5 (=1)
(2)'=5-(2)
—2) -5 )
(3)'=5-(3)+6=0< T72=0
—3)'—5. )
(6)* —5-(6)
(—6)* —=5-(=6)+6=0<« 1332 =0

Assim, pode-se concluir que as raizes da equacao nao sao nimeros racionais.

Faz-se a mudanga de varidvel 2 = y, e subtituindo na equacao (43), tem-se a

seguinte equagao (YOUSSEF et al, 2015):

y* — 5y +6=0. (44)

Serao usados os métodos da formula geral, as relagoes de Girard e o método de

completar quadrado para resolver a equagao (44).

1°) Método: Pelo formula geral, temos que a =1, b= —5 e ¢ = 6:

—b+Vb? —4dac
Yy = 5
a
B —(=5) (—=5)2—4.1.6
v= 2.1
541

Dai, y; =3 e y, = 2, assim :
(1) =32 =£V3 e (12)°=2<¢=1,==2V2

Dessa forma, a solucao da equagao (44) sao —V3, —V2, V2, /3 easoma dos quadrados
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das solucoes é:
(=v3)2 + (=v2)% + (V2)2 + (vV3)* = 10.

2°) Método: Resolve-se a equagao (44) pelas relagoes de Girard. Tem-se que a = 1,

b=—-bec=6:
b
Y1+ Yo =——
a
c
Y1Ya = —
a
assim,
-5
Bityp=——=95
1
6
91y2=I:6

Sabe-se que a soma das raizes é¢ 5 e o produto das raizes é 6. Dessa forma, existe alguns
nimeros inteiros em que o produto resultara em 6: {—2,—3}; {—1,—6}, {1, 6} e {2, 3};
no entanto apenas um desses pares de niimeros resultard em uma soma de valor 5. Logo
as raizes procuradas sao.

Y1 =2 e Yo =3.
Com isso,

(2)?=2<=2=4V2 e (2)’=3<=z==%V3

Portanto, as solucoes da equacio (43) sio —v/3, —v2, V2, /3. Somando os

quadrados das raizes, tem-se:
(—V3)2 + (=V2)* + (V2)* + (V3)* = 10

3°) Método: Usa-se o método de completar quadrado para resolver a equacao (44).



20

Assim, soma-se [(2,5)% — (2,5)?] na equagao (44)

y? — 5y +6+(2,5)%—(2,5)2=0
(y —2,5)> = 0,25 =0

(y —2,5) = 0,25; (45)
Aplica-se a raiz quadrada nos dois membros da equagao (45), tem-se:

Vy—25)2=./025
(y —2,5) = £0,5

y1=054+25=3 e yp=—-0,0+2,5=2
Dali,

I2:3<:>x:i\/§

x2:2<:>x:j:\/§.

Portanto, as solucdes da equacao (43) sao {—v3, —v/2, V2, +/3}. Com isso, somando

os quadrados das raizes, obtém-se:
(—V3)” + (=v2)* + (V2)” + (V3)* = 10.

E possivel observa que os trés métodos tém suas particularidades, nessa questao o método
de Girard tem vantagem quanto a eficiéncia de obtengao de uma resposta em relacao aos

outros dois métodos.

Exemplo 8 Resolva a equacao do segundo grau (PCI CONCURSOS, 2016):

22— Tr+6=0 (46)

Solugao:

Faz-se, inicialmente, um estudo da raizes da equagao (46):
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Pelo teorema 7. Observa-se que as possiveis raizes tem a forma P em que p é divisor
de 6 e ¢ é divisor de 1, isto é, p € {£1, £2, £3, +6} e g € {£1}.

Dai, se a equagao tiver raizes racionais, essas estarao no conjunto:

{1, -1, 2, =2, 3, —3, 6, —6}

Aplica-se o teorema 8 no polinémio P(z) = x? — 7x + 6, utilizar-se o intervalo

| =7, 7], tem-se:

P(=7)=49+49+6 =104 >0

P(7)=49—49+6 =06 > 0

Como P(—7) e P(7) possuem o mesmo sinal, logo existe um nimero par de raizes
reais ou nao existem raizes reais no intervalo | — 7, 7[. Substitui-se as possiveis raizes na

equgao (46)

°-7-1+46=0& 0=0
(—1)? (-1)+6=0<14=0
2) 2)+6=0< 4=0

(—2)? (—=2)+6=0<24=0

2 (=3)+6=0<36=0

6)

) =T

(2 -7
) -7

(3)° =7
) -7

6)>~7-(6)+6=0«< 0=0
) -7

- )
- (2)
- )
(3)4+6=0s-6=0
(-3 )
- (6)
(—6)? (—6)+6=0«< 84=0

Assim, as raizes sao {1, 6}.
Utiliza-se a féormula geral, o método de completar quadrado e as relagoes de Girard
para resolver a equacao (46).

1° Método: Pela férmula geral, temos a =1, b= —7 e ¢ = 6:

—b+Vb? — 4dac
y:
2a
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Substituindo,
—(=T)£/(-7)2—4-1-6
xr =
2-1
7+25
r=—
2
7T+5
r=—
2
Dai,
7T+5 7—5
xlz%:6 e (EQ—T:].,

Portanto, as solugoes sao {1, 6}.

2° Método: Usa-se o método de completa quadrado para obter as raizes da equacao

(46)
Como a = 1, soma-se (3,5)? — (3,5)? na equagao (46)
2 —Tr+6+ (3,5 — (3,5 =0
(x —3,5) —6,25=0

(r —3,5)% = 6,25.
Dali,
(x —3,5) ==£2,5
com 1isso,

$1:3,5+2,5:6 (& 1'2:3,5—2,5:1.

Logo, as raizes da equagao (46) sdo {1, 6}.
3° Método: Pelas relagoes de Girard. Tem-se que, a =1, b= —7e ¢ = 6:

Ty + Tog = ——
a

o

T1Tg = —
a
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Dali,

1'1{52:—:6

[l =2

Analisa-se os dados, tem-se que a soma das raizes é igual a 7 e o produto das rai-
zes € igual a 6. Os numeros inteiros em que o produto resultard em 6 sao: {—3, —
2}, {1, 6}; {2, 3}; {—1,—6}. No entanto, os tinicos nimeros em que a soma resulta

em 7 sao {1, 6}. Portanto, as solugdes da equagao sao {1, 6}.

Nesse outro exemplo, o método que envolve a relacao estre os coeficientes e as raizes
da equacao tem uma eficiéncia maior que os outros dois métodos, o tempo de resolucao
da féormula geral e do método de completa quadrado é maior quando comparado com o

ultimo método.

Exemplo 9 Determinar as raizes da equacao (MENDONCA, 2021):
2 — 4 +12=0 (47)

Solugao:

Faz-se, primeiramente, um estudo das raizes da equgao (47). Tem-se que pelo
teorema 7 as possiveis raizes tem a forma b em que p é divisor de 12 e ¢ é divisor de 1,
isto é, p € {1, +2, +3, +4, +6, +12} e qq e {+1}.

Dai, se a equagao tiver raizes racionais, essas estarao no conjunto p € {£1, +2, £3,
+4, £6, £12}.

Aplica-se o teorema 8 no polinomio P(x) = z? — 4z + 12, utiliza-se o intervalo

| — 12, 12[. tem-se que:

P(z) = 2* — 42 + 12
P(12) =122 —4-12+12=108 >0

P(—12) = (—12)> —4- (—12) + 12 =204 > 0
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Como P(12) e P(—12) possuem o mesmo sinal, logo existe um numero par de raizes reais
ou nao existem raizes reais no intervalo | — 12, 12[. Substitui-se as possiveis raizes na

equagao (47), tem-se:

12—4-1412=9=0
(1) —4-(-1)+12=17=0
22 —4.24+12=8=0
(=2 —4-(-2)+12=&24=0
3 -4-3+12==9=0
(=3)*—4-(=3)+12=33=0
42— 4.4+4+12=<12=0
(=4 —4- (-4 +12=44=0
62—4-6+12=<24=0

(—6)? —4-(—6)+12=<72=0.

Logo, pode-se concluir que os raizes da equagao nao sao nimeros racionais.

1° Método: Pela féormula geral na equagao (47), temos a =1, b= —4 e c = 12:

. —b+Vb? — 4dac

2a

Substitui-se os valores.

Tr =

4++/-32
r=—"
2
4++/-32
r=———

—(—4) £ /(47 —4-1-12
2.1

2

4402
T
r=24+2V2i

11 =24+2V2i e x9=2-—2V2i.

Esse resultado é assegurado pelo teorema 1.

2° Método: Usa-se o método de completar quadrado para obter as raizes da equacao
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(47):
Soma-se (+(2)? — (2)?) na equagao (47), obtém-se:

2 —4r4+12+4—-4=0
(x—2)2+8=0, (48)

adiciona-se (-8) em ambos os membros da equagao (48)

(x—2)+8+(—8) =0+ (-8)
(r—2)*=-8
(x —2) = V-8, (49)

soma-se 2 em ambos os membros da igualdade (49)

r—24+2=2+/-8
r=2+2V2i

x1:2—|—2\/§i e x2:2—2\/§i

3° Método: Pelas relacoes de Girard. Tem-se que, a =1, b= —4 e c=12:

Ty + Ty =——

a

c

T1T2 = —

a

Dai,
—4
T + Ty = —T =4

12
T1Xg = T =12

Com isso, nao se consegui imaginar dois nimero inteiro que somado dei 4 e o produto dei
12. no entanto, somando e multiplicando as raizes encontrado pela férmula geral. Tem-se:

A soma

S=(24+2V2i)+(2—2V21i) =4,
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e o produto
H=2+2V2i)-(2—2V2i) =12.

Dessa forma, é mais conveniente resolver as equagoes, em que suas raizes sao

nimeros complexos, pelo formula geral.
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5 METODOS DE RESOLUCOES DAS EQUACOES DO TERCEIRO E QUARTO
GRAU

No ensino médio as equacoes do terceiro e quarto grau sao resolvidas pela pesquisa
de raizes racionais de uma equacao algébrica de coeficiente inteiro, usando o teorema das
raizes racionais, ou pelo método utilizando o algoritmo de Briot-Ruffini dado uma das
raizes, isso significa que a obtencao das outras raizes depende da divisao da equacgao por
essa raiz, consequentemente transformando a equacao inicial em uma de grau menor, ou
ainda usando a relagao de Girard. No entanto, existem formas algébrica de ser resolver
esses tipos de equacoes chamadas de férmulas de Cardano-Tartaglia para as equacoes

cubicas e de féormula de Ferrari para as de quarto grau.

5.1 Procedimentos para resolver uma equacgao do terceiro grau

b

O método consiste na substituicao x = y — 3 na equacao 3 + b +cx +d =0
permitindo eliminar o termo de 22, tornando a equacao na varidvel y da forma y3+ay+3 = 0

(LIMA, 1987).

Definicao 18 A equagao mais geral do terceiro grau é:
az® + bz’ +cx+d=0, como a#D0. (50)

em que a, b, ¢ e d sdo numeros reais (RIBEIRO e BOTELHO, 2016; LIMA, 1987).

Dividi-se a equagao (50) por a, tem-se uma equagao equivalente da seguinte forma

(LIMA, 1987).
d

s, by ¢
7+ -+ -+ —
a a a

—0 (51)

A demonstragao do método de Cardano-Tartaglia serd mostrada a seguir.

Faz-se a seguinte mudanca de variavel:

b
3



Substitui-se equacao (52) na (51), obtém-se:

b\’ L b\? P b, d_,
Y73, a\" " 34 o\’ 34 a
desenvolvem-se as poténcias e distribuindo os coeficientes tem-se:

5 22 Vy  by? 2%y b3 % 2yb? b ey be

3a 9a2 3a 9a2 2743 a  3a2 ' 9a3 Tty Tt

a 2a?

como,

Obtem-se o seguinte resultado:

b2y 2b2y_2b2y cy b b be d

3
LN T A - ()
vt 9a2  9a? 3a? a 2743 + 9a3  2a2 +

colocando y em evidéncia na equagao (53), tem-se:

s (2 2 e Boo¥ be d
y *(@*@‘@W)“(W*@—Wa) =0

5 b2 + 2b% — 6b% + ac —b® + 3b® — 9abe + 27a%d
y+< 9a? >y+( 27a3 ):0

5 —3b* + 9ac 2b% — 9abe + 27ad
Y +< 9a? >y+( 27a3 >:O'

Logo a equacao anterior é desprovida do termo 22, dai pode-se fazer:

—3b% + 9ac
a=|——
9a2

5 2% — 9abe + 27a%d
- 27a3 ’

Assim a equacao fica na forma:

v +ay+p8=0

o8
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Para resolver a equacao, escreve-se y = u + v e substitui-se nao equacao (54)

(u+v)+afut+v)+ =0
u? 4 3u*v 4+ 3u? + P Fau+ av+ =0

u® + v + 3uv + au + 3uv? + av + B = 0.
Coloca-se u e v em evidéncia, tem-se:

u? 4+ 3 + (Buv + a)u + (3uv + a)v + B =0

u? +v° + (Buv + a)(u+v) + =0 (55)

Para que y = u + v seja raiz da equacgao (54), u e v devem satisfazer a seguintes

relagoes.
(3 3
u +v°=—4
e
uy = ——
\ 3
ou ainda:
)
w40t = -4
3
33 —
ucv® =
\ 27

Observa-se que na relacao, tem-se a soma e o produto de dois niimeros quaisquer.

3

Para obter esses dois ntimeros u3 e v3, deve-se resolver a equacao do segundo grau.
) >

3

2 a
=0
s+ fBs o

Utiliza-se a férmula geral;

 —b= Vb?% — 4ac

2a

S

Tem-se
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2
ob
_ B+ 244 (=
pxfmva(5)
°T 2
Assim, as raizes da equacao sao
6 62 O./3
R e aT:
e
B ﬁ2 a3
2Ty T
dai,
2 3
s_, P B e
R T
g [ o
Por outro lado, tem-se:
P BB
2 4 27

Como y = u + v, obtém-se:

—3 5 62 a3 i/ﬁ 62 a3
_\/_§+‘/Z+ﬁ+ S5 - VTt (56)

Dessa forma, o resultado (56 é raiz da equacao (54). Considerando uma equagao

completa:

azr® + br* +cx +d=0. (57)
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Tem-se que pela igualdade (52), o valor da raiz da equagao (57) é:

b
r=y— —
Y 3a
3 2 &3 3 2 &3 b
x = —é+\/ﬁ—+—+ —é—\/ﬁ—Jr——— (58)
2 4 27 2 4 27  3a
2,3
Existem trés variagoes para o valor T + o7 isso mostrard a quantidade de raizes
reais ou complexas que a equagao possui (RIBEIRO e BOTELHO, 2016).
2,3
a) se T + o7 > 0, a equagao tem uma raiz real e duas complexas conjugadas;
62 043
b) se T + o7 = 0, a equacao tem treés raizes reais, sendo uma repetida;
2,3
c) se T + o7 < 0, as raizes da equacao sao reais e distintas.
. 2 3
E importante observa que para a variagao T + o7 < 0 tem-se y = u 4+ v como

sendo a soma de duas raizes cubica de nimeros complexos, em que as raizes da equacao
sao numeros reais e distintos, chamado de caso irredutivel. Pelo fato de que ao tentar
eliminar os radicais, obtem-se outra equagao do terceiro grau (LIMA, 1987).

A seguir tem-se a deducao da conveniéncia subustituicao na equagao do terceiro

5 b
grau da expressao ¥ =y — —.
3a
Usando a equagcao (51):

b d
x3+—x2+2x+—:0
a a a
Faz-se,
23+ A2® + Bz + C = 0. (59)

Em que A, B e C sdo ntmeros reais. O objetivo é anular o coeficiente de % na mudanca

de variavel:

rT=y+w (60)
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Substitui-se (60) em (59), tem-se:
(y+w)* + Ay +w)*+ By +w) +C =0
Resolvem-se as poténcias, obter-se o seguinte resultado:
y* + (2w +w + A)y? + (Bw? + 2wA + By +w® + w?A+ Bw+C =0
Para que o coeficiente de z? seja igual a zero, tem-se que:

3w+A=0

w=—=

3

iy A - :
Portanto, a mudanca de variavel x =y — 3 transforma a equacao do terceiro grau

completa em uma equagao incompleta.

Exemplo 10 Resolva a equagao algébrica pelo método mostrado acima (SCHUVAAB,
2013):

2® — 1224+ 16 = 0. (61)

Solugao:

Faz-se, inicialmente, um estudo das raizes da equagao (61).

Pelo teorema 7, tem-se que as possiveis raizes tem a forma P em que p ¢ divisor de
16 e ¢ é divisor de 1, isto é, p € {£1, £2, +4, 48, +16} e q € {il}

Dai, se a equagao possuir raizes racionais, essas estarao no conjunto:

{£1, £2, +4, +8, +16}

Aplica-se o teorema 8 no polinomio P(x) = x* — 12z + 16, utilaza-se o intervalo

| —17, 17[:

P(—17) = (=17)* =12 (—17) + 16 = —4693 < 0

P(17) = (17)> =12 - (17) + 16 = 4725 > 0.
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Como P(—17) e P(17) tém o sinais diferentes, logo existe um nimero impar de raizes
racionais no intervalo | — 17, 17[. Assim, existem uma ou trés raizes nesse intervalo.

Substituem-se as possiveis raizes racionais na equacao (61):

P-12-1+16=0 <« 5=0
(-1)*=12-(-1)+16=0 < 27=0
22 -12:2+16=0 <« 0=0
(=2 =12 (=2)+16=0 &  32=0
42 —-12-4416=0 <  32=0
(=4 =12 (-4)+16=0 <« 0=0

8 _-12-84+16=0 < 432=0
(=8)* —12-(=8)+16=0 <« —400=0
162 —12-16+16=0 < 3920=0

(=16)* —12-(=16) + 16 =0 < —3888 =0

Tem-se que os numeros 2 e —4 sdo raizes da equagao (61), aplica-se a proposigao 1 para

dividir P(z) = 2® — 122 4+ 16 por (z — 2).

1 0 —12 16
2 2 4 — 16
A rx +
R ] v v
1 2 -8 0
Obtém-se a equacao:
2® + 2z — 8 = 0. (62)

Aplica-se proposi¢ao 1 para dividir G(x) = 2? 4+ 2x — 8 por (z + 4):

1 2 -8
4 !
1# = ) - O#

obtém-se que G(z) = 2> +2x — 8 = (z +4) - (x — 2). Pelo teorema 6 tem-se que
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Pz) =2 —-1204+16 = (x — 2) - (x +4) - (x — 2), assim as raizes da equcao (61) sdo

T1=T9=2ex3=—4
1°) Pelo procedimento da demomstragao:

Aplica-se 0 método de Cardano-Tartaglia para resolver a equacdo (61), tem-se que a

equacao ja esta na forma:

2 +ax+p=0.

Faz-se a seguinte igualdade:
r=u+v, (63)
substitui-se(63) em (61), obtém-se:
(u+v)* —12(u+v) +16 = 0,

desenvolve-se a equagcao;

wd+ 03+ 300+ 3u® — 12u — 1204+ 16 = 0

(u? +v*) + Buv — 12)(u+v) +16 =0

Para que x = u + v seja raiz da equacgao, u e v devem satisfazer a seguinte relacgao:

w+0vd = —16
u-v = 4
ou ainda
w403 = —16
wov? = 64

Como essa relagao é de soma e produtos de dois nimeros, pode-se utilizar as relacoes

de Girard. Assim, tem-se a seguinte equacao do segundo grau.
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2+ 16s+64 =0

Pela a féormula geral, tem-se:

—b+Vb? — 4dac

S =

2a
 —(+16) V167 —4-1-64
5= 2
_16
:—:—8
ST

Como 162 — 4.64 = 0, logo tem-se uma raiz dupla.

§1 = S = —&.
Entao,
wW=-8=u=-2
e
V=8 = v=-2

Sabe-se que x = u 4+ v

r=-2+4(-2)=—4.

Dessa forma, —4 é raiz da equagao (61). Usa-se a proposicao 1 para dividir a equagao

(61)
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Tem-se a equacao:
2’ —4r+4=0 (64)

Utiliza-se a férmula geral para resover a equagao (64):

—b+ Vb2 — dac
2a
+/(—4)2—4-4-1
2-1

xr =

O valor do discriminante da raiz é (—4)* — 4 -4 = 0. Logo, obtém-se uma raiz dupla.

Portanto, as raizes da equagao (61) sdo x; = —4 e 19 = x3 = 2.

2°) Aplica-se a fémula de Cardano-Tartglia para resolver a equagao (61):

s 6 62 aS i/ﬁ 62 ch
\/_§+VZ+2_7+ 3 V1T

\3/ \/ 162
r=\——= \/

x_¢_8+m+¢ 8~ V61— 61

2
Como % + o7 = 0, tem-se trés raizes reais sendo duas iguais:

r=v"8+V/8=-2-2=-4

Como —4 é raiz da equagao. Aplica-se o raciocinio anterior, usa-se a proposicao 1
para dividir a equagao (61), obtendo uma equagao do segundo grau de raizes duplas

Ty = x3 = 2. Assim as raizes encontradas sao 1 = —4 e 9 = x3 = 2.

Exemplo 11 Encontre as raizes equagao (SCHUVAAB, 2013):
2% — 62 + 62 —5 = 0. (65)

Solugao:
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Faz-se, inicialmente, um estuda das raizes da equagao (65):

Pelo teorema 7, tem-se que as possiveis raizes tem a forma P em que p ¢ divisor de
q
(=5) e ¢ é divisor de 1, isto é, p € {£1, £5} e g € {£1}.

Dai, se a equagao possuir raizes racionais, essas estarao no conjunto:

{£1, +5}

Aplica-se o teorema 8 no polinomio P(x) = z* — 6z% + 6x — 5, utiliza-se o intervalo

| —6, 6]:

P(—6) = (—6)> — 6 - (—6)>+6 - (—6) —5 = —390 < 0
P(6)=(6)>—6-(6)>+6-(6)—5=31>0

Como P(—6) e P(6) tem o sinais diferentes, logo existe um nimero impar de raizes reais
no intervalo | — 6, 6[. Assim, existem uma ou trés raizes nesse intervalo.

Substitui-se as possiveis raizes racionais na equagao (65):

)
(1P —=6-(1)*+6-(1)-5=0 & —4=0
(=5)* —6-(—15)*+6- (—5)

)

Tem-se que nimero 5 é raiz da equagao (65), aplica-se a proposi¢ao 1 para dividir

P(r) = x® — 62® + 6x — 5 por 5.

1 -6 6 -5
5 5 -5 5
P A S N S
e 5 5 Y
1 —1 1 0
Obtém-se a equagcao:
2 —r+1=0. (66)

Pelo teorema 7, tem-se qua as possiveis raizes estarao no conjunto {41}
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2

Usa-se novamente o teorema 8 no poliomio G(z) = x* —x+1, e no intervalo | —2, 2|

Como G(—2) e G(2) tem o mesmo sinal, logo existe um nimero par de raizes reais
ou nao existe raizes reais no intervalo.

Substitui-se as possiveis raizes racionais na equacao (66), tem-se:
(=12 = (-1)+1=03=01)7°-(1)+1=0&1=0

pode-se concluir que a raizes da equagao (66) nao sdo nimeros racionais.
Utiliza-se o método de Cardano-Tartaglia para resolver a equacao.

Faz-se a mudanca de variavel:

6

Substitui-se (67) em (66), tem-se:

(y+2)°—6(y+2)>+6(y+2)—5=0
(> + 6y* + 12y + 8) + (—6y* — 24y — 24) + (6y +12) +5 =10

Yy —6y—9=0

Aplica-se a férmula de Cardano-Tartaglia para resolver a equagao (65):
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,[16 iﬁ
i 242
T 2—|— 2+
x=V8+V1+2
T =25

Usa-se a proposicao 1 para dividir P(z) = 2® — 62 + 6z — 5 por (z — 5)

Assim tem-se a seguinte equacao do segundo grau:

2 —r+1=0.

Utiliza-se a formula geral de resolugao da equacao do segundo grau para resolver a

equacao anterior:

—b+Vb2—-4-a-c

e 2-a
—(-1) £ /(-1)2-4-1-1

e 2.1

1+4/-3

T
1+ /3i 1—/3i

T = e Tp=—p

Assim as raizes da equagao (65) sdo x; = 1+\/§Z, Ty = L= V3 e x3 = b.

2 2

Exemplo 12 Resolva a equagao seguinte pelo método de Cardano-Tartaglia (SCHUVAAB,
2013):

2® —62° + 11z — 6 = 0. (68)

Solugao:
Faz-se, inicialmente, um estuda das raizes da equagao (68):

;. , . p P
Pelo teorema 7, tem-se que as possiveis raizes possui a forma — em que p é divisor

de (—6) e ¢ é divisor de 1, isto é, p € {£1, £2, £3, 6} e ¢ € {£1}.
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Dai, se a equagao tiver raizes racionais, essas estarao no conjunto:

{£1, £2, +3, +6}

Usa-se o teorema 8 no polinomio P(x) = z* — 6z% + 11z — 6, utiliza-se o intervalo

| =7, 7

P(=7)=(=7)%=6- (=7 +11-(=7)—6=-720< 0
P(7)=(7)2=6-(7)*+11-(7)—6=120>0

Como P(—T7) e P(7) tem o sinais diferentes, logo existe um nimero impar de raizes reais
no intervalo | — 7, 7[. Assim, existem uma ou trés raizes nesse intervalo.

Substitui-se as possiveis raizes racionais na equagao (68):

+11-(-1)-6=0& —24=0
(12 4+11-(1)-6=0s 0=0
(—2)—6=0s —60=0
=0 0=0
2+
6=0& 0=0

6=04 =504 =0

)?

(

)2 +11-

(2> —6-(2)*+11- (2

)2 +11-

(3)°

(—6)* —6-(—6) +11-(—6
)

) -
) -
(-3)—6=0% —120=0
)~
) -
)

(=6)—6-(—6)?+11-(—=6)—6=0< 60=0

Tem-se que as raizes da equagao (68) sao 1 =1, xo =2 e w3 = 3.
Utiliza-se o método de Cardano-Tartaglia.

Faz-se a mudanca de variavel

6
— =y +2 (69)



substitui-se o resultado (69) na equagao (68):

22 =622+ 11le—6=0
(y+2)° —6(y+2)2+11(y+2)—6=0
Y67+ 12y +8 —6y? — 24y — 24 + 11y + 16 = 0

Yy —y=0

Aplica-se a formula de Cardano-Tartaglia

R R
x_\/__wm i \/‘“ A=t

r=04+2=2

Utiliza-se proposicao 1 para dividir P(z) = 2% — 622 + 112 — 6 por (z — 2)

Assim, obtém-se a segunte equacao do segundo grau.

v —4x +3=0,

pela formula geral, tem-se:

—bEtvVb:—4-a-c
xr =
2-a
+/(—4)2—-4-1-3
xr = 1
442
r=——"
2

71
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Logo as raizes da equacao (68) sdo 1 =3, 9 =1 e x3 = 2.

5.2 Método de Ferrari para resolver equagoes do quarto grau

O método de Ferrari consiste em transforma a equacao do quarto grau da forma:
y'+ Ay + By+C =0 (70)

Em uma diferenca entre dois quadrados, utiliza-se para isso a equagao do terceiro grau

(GABI, 2009; MELO, 2014)

Definicao 19 Chama-se equagao do quarto grau, a uma equacao da forma:
ax* + b1 +ca’ +dr+e=0, com a#0 (71)

em que a, b, ¢, d, e sdo numeros reais (MELO, 2014; RIBEIRO e BOTELHO 2016).

Para transforma a equagao (71) na forma da equacao (70), tem-se que fazer uma

substitui¢ao conveniente. Inicialmente, faz-se a divisdo da equagao (71) pelo coeficiente a.
b c d e
ot - St 4 - =0 (72)
a a a a
Faz-se x = y + m, com m € R, e substitui-se na equagao (72).

b d
(y+m)4—|—E(y+m)3+§(y+m)2+a(y+m)+§:O (73)

Colocar a equagao (72) na varidvel y, tem-se que objetivo dessa substitui¢do é

anular o termo 2. Calcula-se as poténcias da equagao (73):

)y

(4m+ )
(6 3m+ )y2
(93m +4m3 +2— m+d)y
a

d
m+m—|—m+m—|—)
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b b
Assim, para (4m + —) y3 = 0, tem-se <4m + —) = 0.
a a

b
(4m—i——> =0
a

b
= ——. 74
" (74)
Faz-se o coeficiente de y? igual a A,
5 b c
A=(6m"+-3m+ — |, (75)
a a
substitui-se o valor de (74) em (75).
b\? b b\ ¢
A= 16(—— s — =
( 4a) +a < 4a)+a]
3w 3 e
©8a?  4a?  a
. 8ac — 3b2.
8a?
Iguala-se o coeficiente de y a B, tem-se:
b 2 d
B=d4m?+ 23m?+ Em+ &, (76)
a a a
substitui-se (74) em (76), obtém-se:
b be d
B=(—-—+-].
<8a3 2a? i a)
Por outro lado, fazem-se os coeficientes independentes de y iguais a C:
b d
C= <m4—|——m3+£m2+—m+g), (77)
a a a a

substitui-se (74) na equagao (77), tem-se:

3bt cb? db e

 256a% + 16a®  4a? + a

Dessa forma, substituindo:
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na equacao (71), reduz a equacao eliminando o termo de z® ficando da seguinte forma:
y'+ Ay’ + By+C =0 (78)
y'+ Ay’ = -By - C (79)

2
No que segue deve-se soma um valor e de forma a transforma o primeiro membro

da equagao (79) em um quadrado perfeito.

A2 At

y4+Ay2+I:—By—C’+Z

A2 A?
(y2+§) = —By—C’+—4 (80)

Agora deve-se soma um valor qualquer D de forma a transforma o segundo membro
da equagao (80) em um quadrado perfeito, no entanto nao se deve altera o primeiro

membro da equagao, mantendo-o como um quadrado perfeito.

A\’ A?
(y2+§) +D=-By—C+—_+D

A
Assim, D = 2 (y2 + 5) w + w?, com w € R:

AN? A A?
(y2+5) +2<y2+5)w+w2=—qy—r+z+2<y2+g>w+w2

A ? A?
(yQ—l—E—l—w) :—By—C’+Z+2wy2+Aw+w2

A 2 A?
(y2+§+w> :2wy2—By+(—C’+I+Aw+w2). (81)
Para que o segundo membro da equagao (81) seja um polinémio quadrado perfeito,

tem-se que b — 4ac = 0.

Pela formula geral de resolugao da equacao do segundo grau, tem-se:

b= Vb? — 4dac
N 2a

Y
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Com isso,

b2 — dac =0

4
B? — 2wA? + 8wC — 8Aw? — 8w =0

2 A? 2
B*—8w|-C+—+Aw+w*) =0

—8w? — 8Aw? + 8wC — 2wA%? + B> =0

—8uw® — 8Aw* 4 (8C — 2A%) w + B*> = 0. (82)

Considera-se w; como sendo uma solu¢do da equagao (82). Substitui-se w; na

equagao (81), tem-se:

2

A ’ A
<y2 + B + w1> = 2wyy® — By + (—C + T + Awy + w%) ’ (83)

Pode-se escrever o segundo membro da equagdo (83) da seguinte forma:

2

A
2wiy* — By + (—C+ R + Aw, ‘HU%) =2w (y— 1) (y — v2),

pois w; garante que o segundo membro da equagao (83) é um quadrado perfeito. Logo,

Y1 = Yo.

Dali, tem-se que:

2wy (y —y1)” = (vV2w1)” (y — 9)* = (yv/2w; — yv/2wr)”.

Rescreve-se a equagao (83), obtém-se:

A 2
(1745 + 1) = (w20 - o)

(1745 +u) = (2o - mvam)* =0 (84

Coloca-se y; em funcao de wy, como y; = ¥y tem-se que a soma das raizes é S = 2y;.

Assim, conforme o segundo membro da equagao (83):

S=—"2=_—

a 2w
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dai,
S
2y, = b)
B
= — 85
U1 duw, ( )

Pode-se transformar a equagao (84) da seguinte forma:

2

A A
(y2 t3 tw- YV 2wy +y1v2w1) (y2 tgtw +yv2w; — y1v2w1) =0,

A 2
<92 +5+ wl) - (yv2w, — yl\/le)2 =0

substitui-se a equagao (85) na anterio. Tem-se:

A B A B
(y2 + 3 +w; — yv2w; + vawl) (y2 + 3 +wy + yv2uw, — H\/le) =0
1 1

Com isso, tem-se as esquagoes do segundo grau em y:

A B
y2 —yv 2w1 + E + wp + E\/ 211}1 =0 (86)
1
€
, A B
y +y\/2w1+§+w1—ﬂv2w1:0 (87)
1

Pela formula geral, inicialmente, resolve-se a equagao (86):

_ —b=x Vb? — 4dac
N 2a

Y

2 4UJ1
2

A B
\/2w1j:\/2w1—4(—+w1+— 211)1)

y:

Tem-se
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A B
\/2w1+\/2w1—4(§+w1—|—— 2’11]1)

411)1

hn = B

B\/ 2w1

w1

1
h=3 \/2w1+\/—2w1—2A—

B\/ 211)1

wq

1
9225 2UJ1—\/—2U)1—2A—

além disso, resolve-se a equagao (87):

 —b=E Vb? — 4dac

2a

Y

A B
—\/2’(1)1 + \/211)1 —4 <§ +wy — 4—\/ 2w1)
w

1

Y= 9

Tem-se:

B\/ 2’11]1

w1y

1
y3:§ —\/2w1+\/—2w1—2A+

B\/ 211)1

w1

1
y4:§ —\/2w1—\/—2w1—2A—|—

Dessa forma, as raizes da equagao (78) sao yi, y2, Y3 € y4. Portanto, as raizes da

equagao (71) sao:



78

1 B+\/2 b
1‘1:y1+m:§ \/2w1+\/—2w1—2A— 1 _- —

w1 4a

1 B+/2 b
x2292+m=§ \/2_101—\/—2101—2/1— i .

Wy 4a

w1 4a

1 B+\2w b
x3=y3+m:§ —\/ﬂ‘f‘\/—le—QA‘f' - - =

1 B+\/2 b
x4:y4+m:§ —\/2w1—\/—2w1—2A+ “ - —.

Wy 4a

Exemplo 13 Resolva a equagao seguinte pelo método de Ferrari (MENDONCA, 2021).

vt 40 82 — 82 +4=0 (88)

Solugao:

Faz-se , inicialmente, um estudo das raizes da equagao (88).

Pelo teorema 7, tem-se que as possiveis raizes possui a forma b em que p édivisor
de 4 e g é divisor de 1, isto é, p € {£1, +2, +4} e g € {€ 1}. !

Dai, se a equacgao possuir raizes racionais, logo estarao no conjunto.

{£1, +2, +4}

Aplica-se o teorema 7 no polinomio P(z) = z* + 423 + 822 — 8z + 4, utiliza-se

intervalo | — 5, 5[:

P(=5) = (=5)" + 4(=5)* + 8(=5)* — 8(—=5) + 4 = 369 > 0

P(5) = (5)* +4(5)* + 8(5)* — 8(5) +4 = 1289 > 0

Como P(—5) e P(5) tem o mesmo sinal, logo existe um nimero par ou nao existe
raizes reais no intervalo.

Substitui-se as possiveis raizes racionais na equacao (88):
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(—4)* +4(—4)> +8(—4)* —8(—4) +4 =0 164 =0
(4)" +4(4)* +8

) )

(4> —8(4)+4=04612=0
(=2)* +4(—2)* +8(—2)* —=8(—2)+4=0< 36=0

( )

—-1)" - )

( )

(2)4 ()3+82) 8(2) +4=0« 68=0
2 8(-1)+4=0% 17=0

12-8(1)+4=0& 9=0

Assim, as raizes da equag@o (88) nao sdo numeros racinais.

Aplica-se o método de Ferrari para resolver a equagao (88).

Faz-se:

b 1
TR A

substitui-se na equacao (88), tem-se:

2t + 423 + 822 —8x +4=0

(y—D'+4(y— 1> +8(y—1)>—8(y—1)+4=0,

desenvolvem-se as poténcias:
D (y—1)'=y' -4’ +6y° —dy +1
2) 4(y —1)3 =4y — 1292 + 12y — 4
3) 8(y —1) =8y* — 16y + 8
4) —8(y—1)=—-8y+38
5) 4

soma-se os valores dos itens anteriores:
yt — 4y +6y° — Ay +1+4y® — 12y° + 12y — 4+ 8y* — 16y + 8 — 8y + 8 + 4.

Com isso, obtém-se a seguinte equacao do quarto grau na variavel y;

v 4202 — 16y +17=0 (89)



Outra forma de se chegar a essa equacao ¢ calculando o valores de A, B e C"

y' + Ay* + Bx + C,

assim,
A:8ac—3b2
8a?
8-1-8—-3-42
A= =2;
812

por outro lado, o valor de B é:

b be  d
a3 202 a)’

( £ 4.8 +(—8)> 6

B
8-13 2.12 1

por fim, o valor de C' é:

B 3vt N cb? _db N e
256a% 1643 4a? a
3.41 8.42  (-8)-4 4
_ — - =17
256-14+16-13 4-12 +1

C:

com isso, tem-se a equacao: y* + 2y? — 16y + 17 = 0.

Faz-se a seguinte manipulac¢do na equacao (89):
yt 4 2y? = 16y — 17
soma-se 1 na equagao (90), obtém-se:

vl 2P 1 =16y — 17+ 1

(y? + 1) = 16y — 16.

80

(90)

(91)
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Soma-se 2w(y* + 1) + w?, com w € R, na equagao (91):

(2 + 1) 4+ 2w(y® + 1) + w? = 16y — 16 + 2w (y? + 1) + w?
[(y* + 1) + w]? = w® + 2wy® + 2w + 16y — 16

(% + 1) + w]* = 2wy? + 16y + (w? + 2w — 16) (92)

Calcula-se o valor de w para que o segundo membro da igualdade seja um quadrado
perfeito. Desse modo, tem-se que o discriminante b?> — 4ac da férmula da equacao do

segundo grau tera que ser igual a zero.

b2 — dac =0
(16)* —4 - 2w - (w* + 2w — 16) =0

—8w® — 16w* + 128w + 16> =0 (93)
simplifica-se a equagao (56) por —8, tem-se:
w? + 2w? — 16w — 32 = 0. (94)

Pelo teorema da raizes raicionais, observa-se, nos divisores de —32, que uma das raize da
equagao (94) é —2.

Substitui-se —2 na equagao (92):

[(y* + 1) +w]? = 2wy® + 16y + (w* + 2w — 16)
(> +1) =2 =2 (=2)-y® + 16y + ((—2)> + 2 (—2) — 16)
(y* —1)* = —4g* + 16y — 16

(y* = 1) = —(2y — 4)*.
Dai, aplica-se a raiz quadrada na equacao anterior:

(= 1) = £/ —(2y — 4)?

y?—1=ti- (2 —4),
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soma-se 1 em ambos os membros da igualdade anterior:

v —1+1=1%i-(2y—4)

v’ =140 (2y—4).
Logo, obtém-se:

v =1+i-(2y—4)

v —2iy+4i—1=0 (95)

y'=1—1i-(2y—4)

v+ 2y —4i—1=0 (96)

Usa-se a férmula geral de resolugao da equacao do segundo grau nas equagoes (95):

—b+ Vb — dac
y = 5
a
(=20 £ /(202 —4-1- (4 - 1)
V= 21
2i + v/—16i
y=—0
i 4 4iVi
YT
y =i+ 2iVi,

obtém-se disso y; = (14 2v/i)i e yo = (1 — 2V/1)i.

Além disso, aplica-se na equagao (96):

—b+Vb? — 4dac

y= 5
a

—(20) £ /(202 —4-1-(—4i —1)

y:
2.1

—2i + /161
y=—"5

—2i+4Vi
y=——7"

2
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y = —i+ 2V,

obtém-se disso y3 = —i + 2v/i e yy = —i — 2V/i.

Como as raizes da equacao (51) sdo da forma x = y — 1, tem-se que:

r=y —1=(142Vi)i—1
o=y —1=(1—-2Vi)i—1

Ta=y—1=—i—2/i—1

Portanto, essa sao as raizes da equagao (88).

Exemplo 14 Resolugao da equagao do quarto grau pelo método de Ferrari (RIBEIRO e
BOTELHO 2016):

ot — 1202 + 242 - 5=0 (97)

Solucao:

Faz-se , inicialmente, um estudo das raizes da equagao (97).

Pelo teorema 7, tem-se que as possiveis raizes possui a forma d em que p é divisor
de —5 e g é divisor de 1, isto é, p € {£1, 5} e ¢ € {£1}. !

Dai, se a equacao possuir raises racionais, essas estarao no conjunto.

{£1, +5}

Aplica-se o teorema 8 no polinomio P(z) = z* — 1222 + 24z — 5, utliza-se o intervalo

| —6, 6[:

P(—6) = (—6)* — 12(—6)* + 24(—6) — 5 = 715 >

P(6) = (6)* — 12(6)* + 24(6) — 5 = 1003 > 0
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Como P(—6) e P(6) tem o mesmo sinal, logo existe um nimero par ou nao existe
raizes reais no intervalo.

Substitui-se as possiveis raizes racionais na equacao (97):

(=5)* — 12(=5

(=5)* —12(=5

)2 4+24(=5) —5=0< 200=0

)?
(—1)* —12(=1)? + 24(—1

(

)
+24(—5)—5=0< 440 =0
)—5=0& —40=0
)

(' —12(1)2+24(1) —=5=0& 8=0

Assim, as raizes da equac@o (97) nao sdo numeros racinais.
Como a equagao (97) possui o coeficiente de z® é igual a zero, aplica-se diretamente
o método de Ferrari.

Faz-se a seguinte manipulacao na equagao (97):
vt =122% — 242 + 5 (98)

Soma-se 2yz? + y* em (98) :

ot 4 2?4+ y? = 1227 — 242 + 5 + 2y’ + 42

(2* +y)* = (12 + 2y)z? — 24a + 5 + 3 (99)

Para que o segundo membro da equagao (99) seja um quadrado perfeito, o discriminante

tera que ser igual a zero, assim:
b —dac=0
Dai,

0 = b* — dac
0= (—24)2 — 4(12+ 2y) (5 + ¢°)

0 = 576 — (8y® + 48y* + 40y + 240)
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0 = —8y> — 48y — 40y + 336
0 = 8y® + 48y* + 40y — 336

0=1°+ 63> + 5y — 42 (100)

Pelo teorema 7, analiza-se os divisores de 42, tem-se que 2 é raiz da equagao (100).

Substitui-se y por 2, na equagao (99):

(22 +y)? = (12 + 2y)2* — 24z + 5+ ¢°
(2% 4+ 2)? = 162> — 242 + 9

(2% +2)* = (4o — 3)*.
Dali,
2?42 = £/ (4 — 3)%

Com isso, obtém-se duas equagoes do segundo grau:

2% 42 = +(4x — 3) (101)
e
2?42 = —(4z — 3) (102)
Usa-se a formula geral de resolucao da equagao do segundo grau na equagao (101):
2° +2 = +(4x — 3)
? —4x +5=0
tem-se que;
—b+ Vb? — dac
xr =
2a
—(—4) £ +/(—-4)?—-4-5
xr =
44++/—4
r=—"
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Logo,
x1:2+2 € .TQZQ—Z

Por outro lado; utiliza-se a formula geral na equagao (102):

2?42 =—(42 — 3)

22 +4r—1=0

tem-se que:

b= Vb? — 4dac

2a

—4 4+ /20

T

N —4 425
2

x3:—2+\/5 e x4:—2—\/5
Logo as raizes da equagao(97) sdo:
T1 =241 x2=2-—1 x3:—2—|—\/5; m4:—2—\/3.

Exemplo 15 Ultiliza-se o metodo de ferrari par resolver a equagao (RIBEIRO e BOTELHO
2016):

gt — 2% 422 — 2 —2=0 (103)

Solugao:

Faz-se , inicialmente, um estudo das raizes da equagao (103).

Pelo teorema 7, tem-se que as possiveis raizes possui a forma b em que p édivisor
de —2 e ¢ é divisor de 1, isto é, p € {£1, £2} e g € {€ 1}. !

Dai, se a equagao possuir raizes racionais, logo estarao no conjunto:

{£1, +2}
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Aplica-se o teorema 8 no polinomio P(z) = z* — 22 + 222 — x — 2, utiliza-se o

intervalo | — 3, 3[:

P(=3)=(=3)" —2(=3)* +2(=3)* - (=3) =2 =154 > 0
P(3)=(3)"-2(33)+2(3)*-(3)—2=40>0

Como P(—3) e P(3) tem o mesmo sinal, logo existe um nimero par ou nao existe
raizes reais no intervalo.

Substitui-se as possiveis raizes racionais na equagao (103):

(—=2)* —2(—2)* +2(-2* - (-2)—2=0< 40=0
(2)' =22 +2(2)2-(2) —2=0« 4=0

(=D* = 2(=1)* +2(-1)* = (-1

() =21 +2(1)* - (1) —2=0& -2=0

)
) =
)—2=0«< 4=0
)

Assim, as raizes da equagao (103) nao sao nimeros racinais.

Aplica-se 0 método de Ferrari para resolver a equagao (103). Faz-se a seguinte

manipulacao:

2t — 2% = 222+ +2

(2%)? — 207 = —22° + 2 + 2 (104)
soma-se 72 em (104):

(23)? — 22%2 + 2? = —22% + o 4 2 4 22

(I2—JJ)2: —2? + 1 +2 (105)

adiciona-se y* + 2y(z* — z) em ambos os membros da equagao (105)

v +2y(a? —a)+ (2 —2) =y + 2y(z® —z) —2® + 2+ 2

(y+ (22 —2))* =y + 2y2® — 2yz — 2 + 2 + 2

(y+ (2 —2))* = 2y — Da® + (1 — 2y)z + y* + 2 (106)

para que o segundo membra da (106) seja um quadrado perfeito tem-se que b* — dac = 0.
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Assim:

b2 —dac=0
(1-2y)* =42y = D(y* +2) =0

(1—2y)[(1 —2y) +4(y* +2)] = 0.

1
Dali, observa-se que quando y e igual a 50 segundo membra da equacao (106) é um

quadrado perfeito.

Substitui-se y pelo niimero 5 na equagao (106):

(%+(m2—x))2: (2-%—1)w2+<1—2-%)x+(%)2+2
(%+(9€2—x)>2:§
(%—i—(xz—x)) ::I:g

Com isso, tem-se duas equagoes do segundo grau:

2 —r—-1=0 (107)

-z +42=0 (108)

Usa-se a férmula geral de resolucao de equagao do segundo grau para resolver a
equagao (107):
~ —bEVb* —dac

2a
_—() P =T

xr =
21

1++5

2 Y

T

xTr =
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com isso, as raizes sao :

Por outro lado, aplica-se o mesmo procedimento na equagao (108):

—b =+ Vb2 — dac
v 2a
—(-1)x+/(-1)2—4-1-2
2-1

xr =

1T
=5

T

dessa forma, as raizes sao:

1+ V7i . 1—/Ti
2 2

1—v5 1++5 1—\/72'61—1—\/72'
2 2 72 2

logo, as raizes da equagao (103) sao
5.2.1 Caso Particular, b=0e d = 0.

Ao aplicar a mudanca de variavel x,, = vy, — 1a na equacao do quarto grau:
a

b d
ot oot 4+ S+ Ser S =0 (109)
a a a a

tem-se que os coeficiente de 23 e = se anulam gerando a seguinte equacao:
y' 4+ AP +C =0 (110)

Esse tipo de equacao do quarto grau pode ser resolvido aplicando a substituicao
y?> = s, em que s é a nova incégnita (YOUSSEF et al, 2015). Por outro lado, tem-se que a

solugao da equagao (109) que ¢é da forma:

b
Tn = Yo = o n=1{1, 2, 3, 4}.

Substitui-se y* = s, na equagao (110):

s+ As+C =0 (111)
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Observa-se que, a equacao (111) é do segundo grau, logo pede-se aplicar a férmula

geral:
—b+ Vb?% — dac —b — Vb% — 4ac
S1 = e Sy =
! 2a 2 2a
Dali,

y2:51—_,—‘>y::|:\/5_1

Y =8y =y =15y

| Y= —/52.

Como a raiz de uma equacao do quarto grau, vista anteriormente, e da forma:

b
Tn = Yn —
Y 4a
Logo a equagao (109) tém as seguintes raizes:
b b b b
_—— _—— _—— 6 _—
Y1 4aa Y2 4@7 Ys 4a Ya da

b
Exemplo 16 Usa-se a substituicao x,, = v, — 1a para determinar as raizes da equagao
a

seguinte: (MELO, 2014).
ot — 102° + 352% — 502 + 24 = 0 (112)

Solugao:

Faz-se , inicialmente, um estudo das raizes da equagao (112).

Pelo teorema 7, tem-se que as possiveis raizes possui a forma b em que p édivisor
de 4 e ¢ é divisor de 1, isto é, p € {£1, £2, +4, +6, +12, +24} e qq€ {e 1}.

Dai, se a equagao possuir raises racionais, essas estarao no conjunto.

{£1, £2, +4, +6, +12, +24}
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Aplica-se o teorema 8 no polinémio P(z) = x* — 1023 + 352% — 50z + 24, utiliza-se
o intervalo | — 25, 25[:

P(—25) = (—25)* — 10(—25)® 4 35(—25)? — 50(—25) + 24 = 570024 > 0

P(25) = (25)* — 10(25)® 4 35(25)% — 50(25) + 24 = 255024 > 0

Como P(—25) e P(25) tem o mesmo sinal, logo existe um niimero par ou nao existe
raizes reais no intervalo.

Substitui-se as possiveis raizes racionais na equagao (112):

(—1)* = 10(—=1)* +35(—1)* =50(—=1) +24 =0« 120=0
(1)* —10(1)% + 35(1)* = 50(1) + 24 = 0 = 0=0
(=2)* —10(=2)* +35(—2)* = 50(—2) +24=0< 360 =0

(2)* —10(2)* +35(2)* — 50(2) + 24 = 0 < 0=0

(3)* —10(3)* +35(3)? = 50(3) + 24 = 0 < 0=0
(—4)* —10(—4)> +35(—4)* = 50(—4) +24 =0« 1680 =0
(4)* —10(4)* +35(4)* = 50(4) + 24 = 0 & 0=0

)
(
)
(
(—=3)* = 10(—3)* +35(=3)* —=50(—3) +24 =0« 840=0
(
)
(
(—6)* —10(—6)* + 35(—6)* — 50(—6) +24 =0 < 5040 =0
(

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

(6)* — 10(6)® + 35(6)> — 50(6) +24 =0«  120=0

(—12)* — 10(—12)* + 35(—12)* — 50(—12) + 24 = 0 < 43680 = 0

)

(12)* — 10(12)% + 35(12)* = 50(12) +24 =0 & 7920 = 0

(—24)* — 10(—24)3 + 35(—24) — 50(—24) + 24 = 0 <= 491400 = 0
)

(24)* — 10(24)% + 35(24)* — 50(24) + 24 = 0 < 212520 = 0

Assim, as raizes da equacao (112) sao 1, 2, 3, 4.

b
Faz-se a substituicao r =y — o na equagao (112):
a

b 5
x:y—ﬁ:xzy—l—é



Dai, substitui-se na equagao (112):

5\ 5\° 5\ 2 5
(y+§) —10(y+§) +35<y+§) —50<y+§)+2:0

Tem-se que,
8ac — 3b>  8-35 — 3(—10)? 5
A = = = ——=,
8a? 8 2
_b_3_£+c_l_(—10)_(—10)-35 (—50)_0
©0a® 22 a8 2 1
€
3! N o> db e 3(=10)*  (=50)(-10) +24 9
© 256a*  16a3  4a®>  a 35(—10)2 4 1 16
256 + T

O desenvolvimento da equagao resulta em:

Faz-se y? = s, tem-se:

92
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9 1
S1=- € 8y=-—
YTy 2Ty
Como y? = s,, paran = {1,2} tem-se:
9 9 3
Y $1 1 =Yy 1 5
3 3
= — 6 [ —
W 5 Y2 5
Por outro lado;
2=35 ! —y== L il
Yy = S22 = 1 Yy 1 79
1 1
= — e — —
Y3 5 Yq 5

Sabe-se que a solugao geral da equagao (112) é:

Ty = —1—5
Paran ={1, 2, 3, 4}:
T = —1—5 3+5—4
1=Y 5 9T 5~
B +5_ 3+5_1
RElRT, T T T T
+5 1+5 3
Ta = _ = - —_ =
3= Us 9 59
Ty = +§—1+§—4
4= Y4 5 97957~

Logo, as raizes da equagao (112) sao 1, 2, 3 e 4.

Exemplo 17 Por meio do método anterio resolva o exemplo 15:
gt — 2% 422 — 2 —2=0 (113)

Solugao:



Faz-se a mudanca de variavel:

substitui-se (114) em (113)

o3 o) )

tem-se os seguintes desenvolvimento:

1) y+1 4=y4+2y3+§3/2+ngi
2 27 2716
1\° 3
2) —2 —) =23 -3yt - - -1
) <y+2) R

1\ 1
3) 2 y—l—é =2y + 2y + -

2
4) —(y+%) z—y—%
5) —2

Com isso, obtém-se seginte equacao:

1 35
4 Lo 30
T T:
faz-se y? = s, tem-se:
82+13—§—
2° 16

usa-se a formula para resolver essa equacao do segundo grau:

—b+Vb? —4dac
S _—
2a

tem-se que:

2

;)20

94

(114)
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7 5 5
para s, = 1 tem-se y = iTi' Por outro lado, para s, = 1 tem-se y = j:T. Como

1
as raizes da equacao (113) sao representadas por = =y + 2’ logo pode-se ter as seguntes

raizes.

1T

1+iV7 1++5 1-v5
=—, 7
2 )

2

T T2

Dessa forma, pode-se observa que usando a substituicao de variavel, nao sé elimina
o termo de 3. Como também o termo de z. Aplicando, assim, a férmula geral da equacao

do segundo grau.
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6 DISCUSSOES SOBRE 0S METODOS DE RESOLUCOES

Este trabalho foi desenvolvido com o intuito de mostra as formas algébricas de
resolucao das equagoes até o quarto grau.

E impotante observa que, a utilizacdo dos teoremas da decomposicao e D‘Alembert
tornam-se um forma interessante de se chegar a solucao de uma equacao do primeiro grau.
Em relacao as equagoes do sugundo, terceiro e quarto grau, percebe-se que alguns teoremas
sao de fundamental importancia como auxiliadores na resolucao de uma equagao algébrica.
Nesse contexto, o conhecimento desses teoremas tornam-se muito importante na educagao
bésica.

As equacoes do primeiro grau tem sua forma de resolucao baseada nas operacoes
de adicao e multiplicagcao chamados de principios aditivo e multiplicativo. Percebe-se
que a forma ultilizada pelas pessoas quando fazem algum célculo, possui sua premisa nos
principios aditivo e multiplicativo. Esse algoritmo de resolucao é, de fato, o método correto
de se resolver. No entanto, esse processo, ao passar do tempo, se transformou em um
forma coloquial de se chegar a solugao da equacao do primeiro grau, a qual em geral é
mais aceita pelas pessoas.

A equacao do segundo grau, ao contrario a do primeiro, tem trés métodos, encon-
trados nos livros didaticos, de se chegar a sua solugao. Esses sao denominados de férmula
geral, completar quadrado e relagoes de Girard. Tem-se que para algumas equagoes do
segundo grau o método que usa as relagoes de Girard tem uma eficiéncia maior em relacao
aos outros dois em questao, principalmente quando as raizes sao nimeros inteiros e de
valores pequenos. Entretanto, em se tratando de raizes nao inteiras, torna-se bastante
complicada a resolugao pelas relagoes de Girard. A férmula geral nos casos em que as
raizes nao sao numeros inteiros é a melhor opc¢ao. Por outro lado, em concursos publicos, a
maioria das quetoes que envolvem equagao do segundo grau sao favordveis a ser resolvidas
pelas relacoes de Girard. Com isso, gera um ganho maior de tempo nesse tipo de prova.
Dessa forma, é interessante um estudo mais aprofudado das relagoes de Girard no ensino
fundamental e médio, igualmente a féormula geral.

Além disso, tem-se a equagao do terceiro grau, a qual no ensino médio s6 é mostrado
métodos que auxiliam na resolugao da equagao, tendo uma raiz conhecida ou alguma

relacao ja evidenciada das raizes. No entanto, aplicando a formula de Cardano-Tartaglia
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pode-se chegar a um solucao da equacao, como foi observado nos exemplos. Observa-se
que o método de Cardano-Tartaglia possui muitas ramificagoes tornando a resolucao da
equacao mais dificil em alguns casos ou simples em outros, tal qual as relagoes de Girard
para a equacao do segundo grau quando a solug¢ao nao sao nimeros inteiro.
Paralelamente a isso, a equagao do quarto grau tem uma forma semelhante com
a do terceiro grau de se chegar a solucao. A substituicao, z = y — —, pode em alguns

4a
casos transforma uma equacao do quarto grau em uma equagao desprovida dos termos

23 e x. Dessa forma, sendo facilmente resolvida pela férmula geral. Sabe-se que, a troca

de variavel elimina o termo 3

, no entanto como foi visto, no exemplo, elimina também o
termo de x. Isso demonstra que ao ultilizar a substituicao, pode-se rescair em dois tipos
de equacgoes do quarto grau; uma resolvida por método de Ferrari é a outra pela formula
geral.

Como foi observado nos exemplos, as férmulas de Cardano-Tartaglia e a de Ferrari
¢ de grande ajuda na resolucao das equacoes do terceiro e quarto grau. Nesse sentido, é
interessante ser vista no ensino médio, igualmente as equagoes do primeiro e segundo grau
no ensino fundamental.

Em relacao ao ensino da matematica pode-se retira do conteido do trabalho algumas
atividades que podem ser aplicada no ensino bésico. Primeiramente, o uso do teorema
da decomposicao para resolucao de uma equacgao do primeiro grau. Ademais, o uso das
relacoes de Girard em atividades para resolugoes de questoes do segundo grau relacinada a
concursos puplicos e vertibulares. Em relagao a equagao do terceiro e quarto grau, pode-se
aplicar atividades que envolva a substituicoes de varidveis tonando a equagoes resoluveis
por manipulagoes algébricas, quando essa for uma equacao do terceiro grau, e pela formula
geral de resolugao das equagoes do segundo grau, quando essa for uma equagao do quarto

grau.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A pesquisa que foi realizada teve um papel importante na ampliacao da visao das
formas de resolucoes das equacoes algébricas, principalmente as dos terceiro e quarto grau.

Inicialmente, apresentou-se os métodos de resolugoes das equagoes do primeiro
e segundo grau, em que ultilizou-se alguns livros didaticos, os quais se assemelham a
proposta deste trabalho. Mostrou-se as principais formas de resolugoes, sendo que alguns
métodos tem uma dinamica muito interesante de se apresentar e facilitar o célculo, como
exemplo, disso, as relagoes de Girard.

Além disso, discorreu-se sobre as equagoes do terceiro e quarto grau em que foram
apresentadas suas formas algébricas de resolucoes, consequentimente suas validagoes. Assim,
sendo possiveis suas abordagens na educagao basica. Contrariando os livros didaticos
usados na pesquisa deste trabalho, pois nao apresentam essas férmulas como métodos que
se possa usar para obter as solugoes das referidas equagoes.

Espera-se que este trabalho inspire os professores a mostrar os varios métodos de
resolucao de uma equacgao aos seus alunos. OQutrossim, métodos algébricos que torne a
resolucao simplificada. Por outro lado, que este possa ampliar a visao matematica dos

educandos e que isso possa contribuir para sua formagcao.
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